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Propedeutika analytické geometrie
V rovine

Plane Analytic Geometry Propedeutics

Vlasta Moravcovd, Stépdnka Kartkovd

Abstrakt: V sou¢asné vyuce analytické geometrie na stiednich $kol4ch ¢asto chybi dostate¢na
nazorna vizualizace zdkladniho pojmu vektor. Pro nedostatek ¢asu brzy nasazujeme aparat
rovnic a zaci zpravidla bez pochopeni a bez redlné predstavy pouze aplikuji nauc¢ené algoritmy.
V ramci projektu OP VVV Zvysen{ kvality vzdéldvdni zdki, rozvoje klicovych kompetenct, oblastt
vzdéldvdni a gramotnosti proto hleddme zptisob, jak tento negativni ptistup minimalizovat.
V ptispévku nejprve analyzujeme souéasny stav a dale predstavujeme sérii vlastnich tloh vhod-
nych pro zaky druhého stupné zakladni $koly a z4ky stfedni $koly, které jsou zaméfeny na praci
s kartézskou soustavou soutadnic a propojuji riizné oblasti matematiky. Podrobnéji se vénujeme
rozboru pristupti zakt rtznych ro¢nikt Sestiletého a étyrletého gymnazia k fe$eni téchto uloh.

Na zkoumaném vzorku se piekvapivé ukazalo, ze mladsi Zaci jsou v Fe$eni piedlozenych tloh

Klicova slova: kartézska soustava souiadnic, bod, vektor, rovinny ttvar, osova soumeérnost,
stiedovd soumérnost, algebraicky vyraz, kurikulum matematiky, u¢ebnice matematiky, hra
Jformulky*

Abstract: We are often facing a lack of illustrative visualization for the fundamental term vec-
tor in secondary school education. Due to the time limitation, we are starting equations usage
too early and as a result, pupils are using only memorized algorithms without any background
understanding. We are searching for the possibilities of minimization such negative approaches
in project OP VVV Enhancing the quality of education, developing key competences, areas of edu-
cation and literacy. This article provides the current situation description and introduces a set
of tasks created by ourselves. The tasks are intended for secondary school pupils, focused on
work with Cartesian coordinate system and joining various parts of mathematics. Moreover, we
are analysing the solving approach of several classes from both six-year and four-year grammar
school pupils. Finally, a surprising result that the younger pupils have been more successful
than their older colleagues is presented.
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Key words: Cartesian coordinate system, point, vector, plane shape, axial symmetry, central

symmetry, algebraic expression, mathematics curriculum, mathematics textbooks, ‘formulky’

game

Uvod

V analytické geometrii na stiedni Skole
pracujeme s kartézskou soustavou sou-
Fadnic a dvéma zakladnimi pojmy - bod
a vektor. Geometrické ulohy prevadime
na problémy dprav a vycisleni mate-
matickych vyrazt a predevs$im pak na
FeSeni rovnic a jejich soustav. Znalosti
z&kl z predchéazejiciho udiva syntetické
geometrie (planimetrie) ¢asto nestoji na
pevnych zakladech a pti vyuce analytic-
ké geometrie ustupuji do pozadi. Zaci
tak nemaji dostate¢nou vizualni predsta-
vu a hrozi tendence k algoritmizaci bez
pochopeni pfimych souvislosti a navaz-
nosti na dosavadni znalosti. Na zadkladé
dlouhodobého pozorovani tohoto stavu
béhem 8kolni praxe jsme vyzkousely
*adu pristupti, jak vy$e popsané negativ-
ni dopady odstranit nebo alespon zmirnit.
Nejvétsiho efektu jsme docilily prabéz-
nym zac¢lenénim specifickych dloh jiz od
druhého stupné vzdélavani.

Soucasny stav a motivace

S kartézskou soustavou soutadnic
v roviné se Zaci setkavaji na druhém
stupni vzdélavani. V aktualnim kuri-
kularnim dokumentu, R&mcovém vzdé-
lavacim programu pro zakladni $koly
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(dale jen RVP ZV), nalezneme pravoth-
lou soustavu soutadnic mezi doporuce-
nym uc¢ivem k tématu Zavislosti, vzta-
hy a prace s daty (MSMT, 2017, s. 35),
seznameni s ni je nutnym piedpokladem
pro zvladnuti zavazného oc¢ekavaného
vystupu ,M-9-2-04: zak vyjadii funkéni
vztah tabulkou, rovnici, grafem” (MSMT,
2017, s. 35).

Z RVP ZV vs$ak nevyplyva zatrazeni
uciva do ro¢nfiku. Vyjdeme-li ze soucas-
nych ucéebnic pro zdkladni s$koly, zjis-
time, Ze aplikovanych pristupt je vice.
Napiiklad u¢ebnice z nakladatelstvi
Fortuna pracuji s kartézskou soustavou
soutadnic jiz v 6. ro¢niku (Coufalova et
al., 20074, s. 129) jesté pied zavedenim
celych zapornych ¢isel, soutadnice bodil
jsou zde zad&vany pouze z oboru pfiro-
zenych ¢&isel. V ué¢ebnici (Herman et al.,
1998) pro primy osmiletych gymnazii
nalezneme zavedeni pravouhlé sousta-
vy soufadnic bezprostiedné po vykladu
zapornych ¢&isel, naopak titeba v *adé
ucebnic z nakladatelstvi Prodos ¢i SPN
se prace se soustavou soufadnic objevi
poprvé az ve vy$$im ro¢niku v souvislosti
s grafem funkce.

Zatrazeni dloh z oblasti syntetické
rovinné geometrie, v nichZ se pracuje
také se soustavou soutadnic, je v uceb-
nicich ojedinélé a v kurikulu k tomuto
nenalezneme oporu viibec. Pfitom uréita
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propojeni se pfimo nabizi. JiZ na prvnim
stupni se Z4ci uci rysovat osové soumér-
né ttvary, na druhém stupni se pridava-
ji konstrukce ve sttedové soumérnosti
a posunuti. V ulohach tohoto typu pra-
cujeme Casto ve ¢tvercové siti, k volbé os
a pouziti souradnic mnoho nechybi. Ulo-
hy na téma soumérnosti s body zadanymi
pomoci soufadnic se v8ak v uéebnicich
vyskytuji jen ziidka. P¥i zavedeni posu-
nuti se na urovni zdkladn{ $koly pracuje
s pojmem ,orientovana usecka®, zde se
objevuje ptilezitost k propedeutice poj-
mu vektor a k intuitivnimu pochopeni
soufadnic vektoru. Jeji vyuziti jsme viak
zaznamenaly pouze v (Hejny & Salom,
2017, s. 28-29) a ¢astec¢né v (Coufalova
et al., 2007b, s. 167). Na procesualni
budovani ptedstavy o volném vektoru
pomoci ¢tveretkovaného papiru upozor-
fuji také odborné publikace, naptiklad
(Jirotkov4, 2010). Dalsi ptimou souvislost
spatfujeme v tloh&ch, v nichZ se pracu-
je s rovinnymi ttvary jako trojuhelnik,
¢tyruhelnik, kruh aj. Soustavu souradnic
muZeme zapojit pri upevilovani uciva
o vlastnostech téchto utvart nebo pfi
tlohach zamétenych na vypocdet jejich
obvodu a obsahu. V nékterych radach
ucebnic jsou takové dlohy zastoupeny
v Fadu jednotek, v jinych (Prodos, SPN)
vitbec, v dalgich (naptiklad Prometheus -
tada od O. Odvarka a J. Kadle¢ka i fada
od A. Sarounové a kol.) jen v souvislosti
s obvody a obsahy v 8. ro¢niku, ale ne
s vlastnostmi utvart v 7. ro¢niku ¢&i dii-
ve. Dal$i pfimou spojitost spatiujeme
s tématem ,Pythagorova véta“, v ramci

jehoZ procvic¢eni byva v tlohach opét vel-
mi ¢asto zarazovana ¢tvercova sit.

Nedostatek vhodnych u¢ebnich mate-
rialti nas privedl k myslence vytvotit sadu
vlastnich tloh, v nichZ by byla zapojena
kartézska soustava soutadnic, pracovalo
by se se souradnicemi bodu nebo by se
Z4ci intuitivné a s dlirazem na vizualni
strdnku seznamovali se soutadnicemi
vektoru. Nasledné jsme tyto tlohy zata-
dily do vyuky a pozorovaly jsme, jak si
s nimi zaci riznych ro¢nikt poradi a zda
ma jejich feSeni néjaky prinos.

Pouzité metody

Kromé analyzy dostupnych uéebnich
materialt a aktudlnich kurikularnich
dokumentt véetné katalogt poZzadavka
k ptijimacim zkouskdm apod. pfedché-
zelo pripraveé uloh nékolikaleté osobni
pozorovani potizi stifedoskolakil s udi-
vem analytické geometrie. Ve $kolnim
roce 2016/2017 byl proveden maly expe-
riment, v jedné tridé vy$siho gymnéazia
byla vyzkouSena zména ptistupu k vyuce
tohoto tématu. Oproti dosavadnim zku-
$enostem byl v této tridé kladen vétsi
diiraz nez obvykle na propojeni uciva
analytické geometrie s geometrii synte-
tickou, po Zacich bylo dtsledné vyzado-
vano kresleni nazornych néértku i ryso-
vani v soustavé souradnic. Vice uloh
bylo feSeno na zdkladé drivéjsich zna-
losti planimetrie a az poté byly odvozeny
vztahy pro vypoéty metodami analytické
geometrie. Zaktim byly v zdjmu ziskani
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podkladii pro zavére¢né hodnoceni zadé-
vany didaktické testy stejné jako t¥idam
v ptedchozich letech, vysledky téchto
testtl pak byly porovnany s vysledky
jinych t#d z predchozich let.

Nové vytvorené a zde predstavované
ulohy byly pouzity ve vyuce v rtiznych
ro¢nicich nizsiho i vy$$iho gymnézia
(specifikace ro¢niki viz déle) a v riiznych
situacich, nékdy byla iloham vénovéana
celd vyucovaci hodina, jindy jen jeji ¢ast.
V nékterych tfidach byla s zadky ptimo
o reseni uloh vedena diskuse, v jinych
pracovali samostatné a zaznamendavali
své feseni do pripravenych pracovnich
listli, poptipadé resili dlohy samostat-
neé jako domaci ukol. Skupiny zakt byly
vybrany na zdkladé dostupnosti. Jednalo
se o t¥idy vedené riznymi vyucujicimi.
Poté byly s zaky vedeny besedy o jejich
nazoru na predlozené tkoly. Samostat-
né prace byla nasledné vyhodnocena,
metody Zakovskych pfistupt k feseni
uloh stejné jako zptisob, jak bylo s idlo-
hami v hodiné pracovano, jsou rozebrany
dale.

Predstaveni uloh

Ulohy obdobné tém, kterymi se v tom-
to ¢lanku zabyvame, vznikaly v naSem
portfoliu postupné tadu let. Inspirace
byly nalézany v jiz zminénych uéebni-
cich, na internetu, ale vyplyvaly také
bezprosttedné z potteb zakil zjisténych
v pritb&éhu samotné vyuky.

Prvnim impulsem k systematické pra-
ci bylo vedeni ptipravnych kurzi k priji-
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macim zkouskam na $estiletd gymnazia
organizovanych Gymnaziem Na PraZac¢-
ce v Praze, na némz se obé autorky od
roku 2014 aktivné podilely. Jelikoz v té
dobé skola vyuzivala sluzeb spole¢nosti
Scio, ptipravovaly jsme pro nase Zaky
procvi¢ovaci ulohy na zékladé katalo-
gu pozadavkil pro Scio testy, v nichz se
mimo jiné dlohy pracujici se soustavou
soutadnic pravidelné opakovaly. V pri-
méru 80 % zaka 7. ro¢nikt rtznych
prazskych zékladnich $kol, kteti nase
kurzy navstévovali, s podobnymi tloha-
mi nemélo zadné piedchozi zku$enosti.

V nésledujicich letech jsme pak zdo-
konalovaly vlastni vyukové materialy
pro pripravny kurz a déle jsme ovétrovaly
zaclenéni téchto zdkladoskolskych uloh
do vyuky matematiky na vy$$im gymnaé-
ziu, kde je standardné zarazena analy-
ticka geometrie v roviné. Motivaci pro
vétsi rozpracovani souboru dloh a jejich
vyzkouseni s zZaky v dal8ich ro¢nicich
vzdélavani bylo zapojeni obou autorek
do projektu OP VVV (vyzva SC2, vzdé-
lavaci modul Matematicka gramotnost)
v roce 2017. Téma navic zaujalo dal$iho
ze zapojenych uditelt, ktery rovnéz pii-
spél nékolika vlastnimi tlohami na dané
téma a jejich vyzkou$enim ve svych hodi-
nach matematiky.

V ramci zminéného projektu OP VVV
byla vytvorena fada tiloh, z nichZ nékteré
jsou si podobné a slouzi k dal$imu procvi-
¢eni uciva. Pro ilustraci zde predstavime
pouze vybér nékolika zastupnych. Ulo-
hy byly p#i jejich zadavani Zaktim rtizné
tazeny do pracovnich listti s ptedptipra-
venym obrazkem se soustavou soufadnic,
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Obrazek 1. Zakresleni ttvart z uloh 1.1 (vpravo) a 1.2 (vlevo)

y
A C
3
Nl Mlz
D
1 \ S /B
0
45 -4 -3 -2 {1 o 1 2 3 h 5 6 7 X
K L
2 A
-3
Ny M;‘

dle reakci zakti byly postupné dopliio-
vany a upravovany.! Vybrané pracovni
listy byly jiz prezentovany jako celek
v unoru 2018 v ramci pracovni dilny na
konferenci Dva dny s didaktikou mate-
matiky (Moravcova, & Katikova, 2018).
Pro potteby tohoto ¢ldnku jsou zadani
uloh zestru¢néna, graficky sjednocena
a je z nich vynechan prostor pro odpo-
védi zaku. V dlohach, v nichZ pracujeme
s metrikou, pfedpoklddame, Ze jednot-
kou na obou soutradnicovych osach je
1cm.

Ulohy zaméiené

na vlastnosti rovinnych
utvaru a jejich obsahy
a obvody

Uloha 1.1 (obr. 1 vpravo): Jsou dany body
A[4;-2] a C [4; 4]. Usetka AC je tihlopti¢-
kou étverce ABCD. Do pripravené sou-
stavy soutadnic étverec ABCD narysujte.
Urdete souradnice bodt B, D, soutadnice
sttedu soumérnosti S étverce a vypocitej-
te obsah ¢étverce ABCD.

1 Byly zpiesnény formulace tloh, odstranény pieklepy, upraveno poiadi v rdmci pracovnich lista ¢i
doplnény podulohy, které slouZi jako napovéda k dalsi podiloze.
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Obrazek 2. Zakresleni trojihelniki z tlohy 1.3

c?

Uloha 1.2 (obr. 1 vlevo): Jsou dany body
K [-5; -1] a L [-1; -1]. Usetka KL je stra-
nou obdélniku KLMN. Urcete souitadnice
zbyvajicich vrcholt obdélniku, jestlize
jeho obsah je 12 cm? Obdélnik zakreslete.
Najdéte vsechna reSeni.

Uloha 1.3 (obr. 2): Do soustavy soufadnic
znazornéte body A [-4;1], B[-1;-2], C [-1;
4], K [3; 1], L [7; -1], M [3; 3] a narysujte
trojuhelnfky ABC a KLM. Urcete ddle
vlastnosti obou trojuhelnik,? v kazdém
trojuhelniku barevné vyznacte a popiste
stranu a k ni pfislugnou vysku, kterou
muiZete co nejvyhodnéji pouzit k vypo-

R
N
%
x

¢tu obsahu trojihelniku a vypocitejte
obsahy obou trojuhelniki.

Uloha 1.4 (obr. 3): Urdete celo&iselné
souradnice bodu C tak, aby obsah rov-
noramenného trojuhelniku ABC byl 6 cm?,
jestlize: a) A [3; -3], B [3; 1]; b) A [-4; -2],
B[0;-3,5].

Ulohy o shodnych
zobrazenich

Uloha 2.1 (obr. 4): Je dan trojihelnik ABC,
kde A [3; 2], B [5; 1], C [4; 5]. Zapiste sou-

2 Smyslem této otazky bylo navést zaky k tomu, aby si uvédomili, ¢im jsou zakreslené trojuhelniky
specifické (pravothlost aj.) a tyto vlastnosti pak vyuzili pfi vypodtu jejich obsahii. Zaci skutetné
zpravidla charakterizovali trojihelniky podle délek stran a velikosti vnitfnich thld, jen nékteti

pozadovali po vyucéujicim upiesnéni otazky.
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Obrazek 3. Zakresleni rovnoramennych trojuhelnikt dle zadani ulohy 1.4 (a) vlevo,

b) vpravo)

y B y
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tadnice vrcholt trojuhelniku A'B'C’, ktery
ziskame a) jako obraz trojuhelniku ABC
v 0sové soumérnosti s osou y; b) jako
obraz trojuhelnfku ABC ve stfedové sou-
mérnosti se stfedem v poc¢atku sousta-
vy soutadnic; c) jako obraz trojuhelniku
ABC ve stiedové soumérnosti se stitedem
v bodé S [3; 3].

Priprava pro praci
s vektory

Uloha 3.1: Prochézky soustavou soutad-

nicl

1) Na obrazku (obr. 5 vlevo) je zakres-
lena prochézka po ¢&tvercové siti
s potatkem v bodé [0; -2], kterou
bychom zapsali takto: +2x; +y; -x;
+2U; X +y; +2x; —2x+ 2y, —x; Y, X
+ y. Dokreslete do obrazku prochaz-
ku se stejnym pocéateénim bodem
tak, aby byla osové soumérna podle

osy y s jiz zakreslenou. Tuto novou
prochézku zapiste. Co vAm obrazek
ptipomina?

2) Zakreslete prochazku z potate¢niho
bodu [-3; -2]: +2x; +2x + 2y; —x + y;
X +y; —2x+2y; +2x +y; +2x; -2y; X
-y; +y; —x+y; +x (obr. 5 vpravo).

Uloha 3.2: Prochéazky soustavou soutad-

nic 2

1) Na obrazku (obr. 5 vlevo) je zakreslena
prochéazka po ¢tvercové siti s pocat-
kem v bodé [0; -2], kterou bychom
zapsali takto: (2, 0); (0,1); (-1, 0); (O,
2); (1,1); (2,0); (-2,2); (-1,0); (0,1);
(-1, 1). Dokreslete do obrazku pro-
chéazku se stejnym poc¢ate¢nim bodem
tak, aby byla osové soumérnda podle
osy y s jiz zakreslenou. Tuto novou
prochazku zapiste. Co vdm obrazek
pripomind?

2) Zakreslete prochazku z poc¢ate¢niho
bodu [-3; -2]: (2, 0); (2, 2); (-1, 1); (1, 1);
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Obrazek 4. Zakresleni obrazt trojuhelniku ABC dle zad4ani ulohy 1.4 (a) vlevo, b)

vpravo

C'

Bl

Cl

(-2, 2); (2, 1); (2, 0); (0, -2); (-1, -1);

(0,1); (-1, 1); (1, 0) (obr. 5 vpravo).

se jen zpisobem zadani.
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Hra ,formulky“

Hra s pracovnim néazvem ,formulky“ je
vhodna pro skupinovou praci (idealné
pro 3 az 4 zaky, ale Ize ji hrat i ve dvoji-
ci nebo ve vétsim poctu zaka). Tridé je
tteba pfi prvnim zatazenf této ¢innosti
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Obrazek 5. Prochazky soustavou soutadnic (vlevo tlohy 3.1.1 a 3.2.1, vpravo ulohy

3.1.2a3.2.2)
/ /
Reseni Zadani
5
<
3
2
1 1
0 0
4 -3 2 1 0 L 2 3 a4 X -3 -2 -1 0/(1 2 3 4 X
-1 -1
—_— 2

nejprve peclivé vysvétlit princip a domlu-
vit detaily pravidel (hra umoziuje uréi-
tou volnost pravidel zavislou na tom, jak
se hrac¢i mezi sebou domluvi). Zadani je
vhodné ptedem ptipravit a nakopirovat,
aby jej mély vSechny skupiny stejné.

Ptiprava zadani: Na ¢tvereckovy
papir pripravime libovolnou dradhu
véetné vyznaceni startovni a cilové ¢ary
(obr. 6), kudy maji ,zavodni formule pro-
jet" (odtud nazev hry).

Obecny princip: V kazdém kole kazdy
z hrac¢t nakresli jeden tah (isec¢ku) své
trasy. Hraci se pravidelné stiidaji. Kazdy
tah vede vzdy z jednoho m#iZového bodu
do jiného dle stanovenych pravidel (viz
dale). Vyhrava ten, kdo na co nejmen-
§i pocet tahti (tedy jako prvni) projede
cilem. Trasy se mohou libovolné kiZit,
¢astetné kopirovat, vice hraét se maze
potkat zaroverl ve stejném miiZovém

bodé (srazky neuvazujeme). Pied zadat-
kem hry je t¥eba stanovit sankci pro situ-
aci, kdy hrac vyjede z dréahy.

Pravidla pro jednotlivé tahy: Zac¢ina se
v libovolném bodé startovni ¢ary (kazdy
z hracéu si vybere, kde zacéne; vice hra-
¢t muze zvolit stejny bod). Prvni tah je
veden po jedné strané ¢tverecku kolmo
ke startovni ¢ate. Kazdy dalsi tah je veden
vZzdy z posledniho dosazeného miiZového
bodu do jednoho z péti miiZzovych bodt,
které ziskame nasledovné (obr. 7): prvni
mozny bod (nazvéme jej S) je koncovy
bod tahu, ktery by byl stejny jako pted-
chozi tah téhoz hrace; dalsi ¢tyti pripust-
né mrizové body jsou vrcholy &tverce
se stfedem v bodé S a stranou dlouhou
dva ¢tverecky. Z péti moznych bodi lze
pouZit jen ty, které leZi ve vyznacené
dréaze. V ptipadé, Ze nemtiZzeme pouZit
z&dny z naznac¢enych bodd, aniz by for-

53



PROPEDEUTIKA ANALYTICKE GEOMETRIE V ROVINE

Obrazek 6. Ukazka ptipraveného zadani pro hru ,formulky*

ciL %

mule opustila drahu, nasleduje sankce 1) hrac hraje dal, ale musi volit tahy tak,

dle ptedem domluvenych pravidel. aby postupné zpomalil, oto¢il se a vra-
Navrhy moZnych sankci za vyjeti til se do drahy priblizné v misté, kde
z drahy (fazeny od nejmirnéjsich?): z ni vyjel (obr. 8 vlevo);

3 Je-li draha kratkd, byva naopak sankce 2) mirngjsi nez sankce 1).
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Obrazek 8. Hraci plan ,formulek” se zdznamem dvou her dvou hracu

| Cil — j:!'!_
L | L] | —T L
L ] LT
/ / | |_—
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2) hraé v tomto kole (popiipadé vice kol)
nehraje a v dal$im kole pokracuje
z libovolného mtiZového bodu, v némz
byl v néjakém ze svych ptedchozich
taht, avs§ak zméni svou trasu tak, aby
predesel opusténi drahy (obr. 8 vpra-
vo);

3) hra¢ musi jet znovu od startu, popii-
padé je zcela diskvalifikovan.

Zakovska reseni tiloh

Nyni se podrobnéji podivame, jak pted-
loZené ulohy tesili Zaci riznych ro¢nika.
Vétsina uloh byla vyzkous$ena s Zaky pri-
my, sekundy, tercie a dvou ti*id kvinty $es-
tiletého Gymnazia Na Prazac¢ce v Praze
3 v prabéhu $kolniho roku 2017/2018,
nékolik téz8ich tuloh resila také sexta
této skoly, coz je tatdz t¥ida, v niz byl
v predchozim $kolnim roce vyzkou$en
upraveny pristup k vyuce analytické
geometrie. S touto t#{dou byly v pribé-
hu roku 2016/2017 opakované zkouse-

TART

ny i riizné obmény hry ,formulky“. Pro
srovnani byly nékteré ulohy zadany
ina ¢tyfletém Gymnaziu Ttebon zaktm
3. ro¢niku.

Zakovska Fe$eni ulohy 1.1
(étverec a jeho obsah)

S tlohou 1.1 se Zaci primy setkali jiZ na
podzim 2017 v ramci opakovani uéiva
zédkladni 8koly. Z 25 Z4kt spravne urcilo
soufadnice bodt A, B, S i obsah &tver-
ce 22 zaka. Pro vypocet obsahu 12 zak
pouzilo metodu rozkladu ¢tverce pomoci
jeho uhlop#itek na ¢étyfi shodné pravo-
uhlé trojahelniky (v podstate lze Fici, Ze
vyuzili znamé délky uhloptitek ¢tverce);
8 74k spocitalo pocet celych étvereck
a ,pulétvereckn”; 2 zaci vyuzili k vypo-
¢tu Pythagorovu vétu, kterou jiz znali ze
zé&kladni $koly a pomoci niz zjistili délku
strany ¢tverce, kterou pak umocnili na
druhou. Posledni 3 Zaci pouze zakreslili
¢tverec a zapsali soufadnice bodi B,Da S,
o vypocet obsahu se v8ak nepokusili.
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Tabulka 1. Relativni ¢etnosti Zdkovskych fe$enf tilohy 1.1

Pytha-

soucet délka bez méfeni  strana jindA  nevyfe-

« L p v gorova .
ctverecku uhlopticek véta postupu strany 3cm chyba Seno
prima 32% 48 % 8% - - - - 12%
sekunda - 14 % 14 % 5% 43 % 14 % - 10 %
tercie - 25% 15% 10% - 30 % 5% 15%
kvinty - 15 % 15% 13% 15 % 23 % - 20 %

Pozn. Prvni &tyti sloupce (soudet ¢tvereckil, délka thlopiicek, Pythagorova véta, bez postupu) odpovidaji
spravnym re$enim tlohy, sloupec méreni strany zahrnuje vysledky, které byly vlivem méfeni nepfesné,
dalsi dva sloupce (strana 3 cm a jind chyba) odpovidaji §patnym Fe$enim a posledni sloupec nevyreseno

zahrnuje Zaky, kteti ulohy netesili nebo nedotesili.

V sekundé byla tato tloha zatazena
v lednu 2018 v ramci opakovani obvodi
a obsahti rovinnych utvart, které pred-
chézelo nové probirané latce o povrsich
a objemech téles. Z celkového pocétu
21 74kl ulohu zcela spravné vytesilo
pouze 7, z toho 3 pouzili Pythagorovu
vétu, 3 vztah ,obsah = polovina sou¢inu
délek uhlopiitek” a 1 zak uvedl pouze
vysledek bez postupu. Dalsich 12 zakt
chtélo vyuzit vztah ,obsah = druha moc-
nina délky strany“, av8ak 3 z nich se
domnivali, Ze ¢tverec ma stranu dlouhou
3 cm, zbylych 9 zakt stranu v obrazku
nepresné zmétilo a pracovali s naméie-
nym udajem. Zbyli 2 zZaci tlohu netesili
nebo nevytesili vitbec.

V tercii tuto ulohu te$ilo 20 zaka
v beznu 2018. Uloha jim byla (spolu
s ulohami 1.2 a 1.3) zadé4na jako domaéci
ukol po strué¢ném zopakovani uéiva plani-
metrie zadkladn{ $koly, které piedchézelo
sttedoskolské planimetrii. Pouze 8 zakt
ulohu vyte$ilo kompletné spravné, z toho
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5 vyuzilo délky uhlopricek, 3 Pythagorovu
vétu a 2 neuvedli Zddny postup. Podobné
jako v sekundé se 6 zakti domnivalo, Ze
strana ¢tverce mé délku 3 cm; 1 z4k si
¢tverec $patné zakreslil (zameénil x-ové
a y-ové soufadnice danych bodt) a rov-
néz délku jeho strany pokladal rovnou
3 cm; 3 Z4ci ulohu netesili.

Zaktim obou kvint byla 1loha (opét
spolu s ulohami 1.2 a 1.3) zadana v dubnu
2018 s cilem p#ipomenout kartézskou
soustavu soufadnic na ivod do tématu
analyticka geometrie v roving. Ulohu
celkem tesilo 40 zakd, z toho 6 ji vyte-
$ilo spravné pomoci délek uhlopticek,
6 pomoci urc¢eni délky strany étverce
Pythagorovou vétou a 5 bez jasného
postupu. Pfibliznou délku strany zjisté-
nou méienim dosadilo 6 zaka; 9 zaku
pracovalo s nespravnou délkou strany
3 cm; 6 zakh ulohu nedotesilo, pouze
sestrojili &tverec; 2 ji nefesili viibec.

Se zakreslenfm &étverce a uréenim sou-
fadnic poZzadovanych bodu Zaci v Zad-
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Obrazek 9. Ukazka Zakovského fe$eni ulohy 1.2 (vlevo) - nespravné zakreslené

zadani

T‘\

ném roc¢niku problémy nemeéli. Potize
se v8ak vyskytly pti vypocétu obsahu.
Pro vétsi prehlednost uvadime piehled
ptibliznych relativnich ¢etnosti vyskytt
jednotlivych zdkovskych pristupt k urce-
ni obsahu ¢&tverce v tabulce 1. Z tabulky
je patrné, Ze ve vy$8ich ro¢nicich zaky
nenapadlo pouZit prosté seéteni &tve-
reckll a naopak preferovali Pythagorovu
vétu (kterou se Z4ci primy jesté neudili).
V sekundé a kvinté se objevil neptesny
pristup metodou méieni, ktery mohl sou-
viset s tim, Ze v ptedchozich hodinach
z4ci resili konstrukéni tlohy. ZaraZejici
je, Ze se zvy$ujicim se ro¢nikem roste
tendence pokladat stranu &tverce za
tsecku dlouhou 3 cm nebo tlohu radéji
vibec netesit.

Zakovska Feseni ulohy 1.2
(obdélnik)

Ulohu 1.2 tesilo 21 zak primy a 21 zakt
sekundy v ramci vyuc¢ovaci hodiny v led-
nu 2018. Z toho 19 zaka primy zakres-
lilo spravné obé teseni, 2 z nich vsak
nezapsali soutadnice v8ech nalezenych
vrchol obdélnfku. Zbyvajici 2 Z4ci nasli
jedno feSeni. Z 21 Z&kt sekundy 13 nalez-
lo i spravné zapsalo obé feSeni, 4 urcili
jen jedno reSeni a 4 chybné zndzornili
zadanou dse¢ku KL.

V tercii odevzdalo kompletni spravné
teSeni 6 zakt z 20, dalsi 4 méli obé fese-
ni sestrojena, ale nezapsali soutadnice
nalezenych vrchold, 3 Zaci nasli jen jed-
no feseni. Zbylych 7 zakt $patné sestro-
jilo zadanou use¢ku KL nebo nespravne
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Tabulka 2. Relativni ¢etnosti Zdkovskych fe$eni tlohy 1.2

obé FesSeni obé FeSeni . Y jiné zadani Y ers
P o jedno Feseni e x v e . neresili

se zapisem bez zapisu ¢i $patné feSeni
prima 81% 10 % 10 % - -
sekunda 62 % - 19% 19% -
tercie 30 % 20 % 15% 35% -
kvinty 25 % 13% 15 % 18% 20 %

Pozn. Prvni dva sloupce (obé fesent se zdpisem, obé feseni bez zdpisu) zahrnuji zaky, ktefi do obrazku
zakreslili obé Fe$eni. Ve tietim sloupci jsou uvedeni Zaci, ktefi nalezli pouze jedno spravné reseni,
ve &tvrtém jsou zastoupeni ti, kteti si $patné zakreslili zadané body nebo sestrojili obdélnik jinych
rozmérl a v poslednim jsou uvedeni Zaci, ktef'i ilohu netesili nebo nedotesili.

zakreslili vysledny obdélnik (zpravidla
01 cm zkratili délku strany LM).

V kvintach ulohu zcela spravné vyte-
$ilo 10 zakt ze 40; obé resSeni, avSak
bez z&pisu soutadnic hledanych bodt,
sestrojilo dalsich 5 Zakd; 10 nalezlo jen
jedno reSenf; 7 $patné zakreslilo zadanou
usecku (obr. 9); 8 ulohu viibec netesilo.

V této tloze nas piedev$im zajima-
lo, zda ZAci naleznou ob& moZné re$e-
ni. Z tabulky 2, v niZ jsou opét uvedeny
priblizné relativni ¢etnosti jednotlivych
odpovédi, je patrné, Ze nejvétsi ispés-
nosti doséhli Zaci primy a s rostoucim
ro¢nikem se tspésnost Zakl sniZuje. Pou-
ze mezi nejstar$imi zaky se objevila sku-
pinka téch, kteti ilohu viibec netesili.

Zakovska Feseni ulohy 1.3
(trojuhelniky)

Ulohu 1.3 fesily stejné skupiny 4kt
zaroven s ulohou 1.2. V piipadé trojui-
helniku ABC byla ispé$nost pomérné
vysokd, poptipadé se vyskytly chyby
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obdobné chybam p#i vypocétu obsahu
¢tverce v uloze 1.1. Zajimaveéjsi vSak byly
pristupy k hledani obsahu trojuhelniku
KLM, nebot zaky ziejmé zaskodila jeho
tupouhlost.

V primé 11 Zzaka z 21 vytesilo tlohu
spravneé za pouziti strany KM a k ni pfi-
slusné vysky, z toho 1 zak vSak v obrazku
vyznacil jinou dvojici strany a vysky. Dal-
§1 4 Z4ci dopoéitali obsah trojihelniku
KLM odeétenim obsahti dvou pravouh-
lych ,rohovych* trojihelnikt od opsané-
ho ¢étverce o strané dlouhé 4 cm; 2 zaci
ulohu vyftesili, aniz by uvedli postup; 4
Zaci obsah nevypoditali, aviak 3 z nich
spravné vyznadili véechny vysky daného
trojuhelniku.

V sekundé byl bohuZzel rozdan pracov-
ni list s tiskovou chybou, u bodu L byly
uvedeny soufadnice [7; 1], coz by vyrazné
usnadnilo Fe$eni. Na chybu v$ak byli Zaci
po rozdani pracovniho listu upozornéni
amaéli si ji opravit. Ulohu spravné pomoci
strany KM a pfislusné vysky vytesilo 6
74kl z 21. Pomoci strany LM a odpovida-
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Tabulka 3. Relativni ¢etnosti Zdkovskych fe$eni tlohy 1.3

se se

opsany bez vyska Spatny _—
stranou étverec stranou ostupu na KM ysledek ~ Meresene
KM LM Postup vy
prima 52 % 19 % - 10 % 14 % - 5%
sekunda 50 % - 8% - - 16 % 25 %
tercie 15% - 15 % 15 % - 30 % 25 %
kvinty 15 % - 3% - - 53 % 30 %

Pozn. Prvni &tyii sloupce zahrnuji zaky, kteti uréili obsah trojahelniku KLM spravné. V prvnim sloupci (se
stranou KM) jsou uvedeni ti, kteti pouZili pro vypocet délku strany KM s piislugnou vyskou, ve druhém
(opsany ¢tverec) ti, ktefi odedetli obsahy pravouthlych trojuhelnikii od opsaného &tverce, ve tfetim (se
stranou LM) ti, ktefi pouzili délku strany LM spolu s ptislusnou vyskou a ve ¢tvrtém (bez postupu) ti,
kteti uvedli jen vysledek bez zi'etelného postupu a ani nevyznadili zddnou vy$ku v obrazku. Ve sloupci
(vyska na KM) uvadime Zaky, ktefi v obrazku zvyraznili vy$ku na stranu KM, ale obsah jiZ nepoéitali.
V ptedposlednim sloupci ($patny vysledek) jsou zahrnuti Zaci, kteti tlohu vypogitali $patné, a kone¢né
v poslednim ti, kteff obsah nepo¢itali viibec a ani nevyznadili vy$ku na stranu KM

jici vysky se dlohu pokusili fesit 3 Zaci,
z nichz ke spravnému vysledku dospél
uspésné pomoci Pythagorovy véty jen
1 z&k; dalsi 2 potiebné vzdalenosti jen
odmétili z obrazku; 3 Zaci ulohu viibec
netesili; 9 zakt bohuzel ignorovalo pokyn
k opravé zad4ani a pracovalo s jinym troj-
thelnikem. Tento omyl v8ak nahral pti
spole¢ném opravovani ulohy nasledné
diskusi, pro¢ v obou piipadech maji troj-
thelniky stejny obsah.

V tercii stranu KM pouZili pro vypocet
3 Z4ci z 20; dalsi 3 za pomoci Pythagorovy
véty dosli ke spravnému reseni pomoci
strany LM; 4 Z4ci v obrazku zvyraznili
vysku na stranu LM, av$ak dlohu nedopo-
¢itali. Ve 3 pripadech se objevil spravny
vysledek bez postupu, avsak jelikoz zaci
tesili ulohu jako domaci tkol, je moz-
né, Ze ji opsali; 5 Zdkl nevyznacilo zad-
nou vysku a vysledek uvedli $patné bez

ziejmého postupu; 2 Zaci tlohu viibec
netesili.

V kvintach 6 z&ka ze 40 vypocitalo
obsah spravné za pomoci strany KM
a1l zak s vyuzitim strany LM. O vypocet
pomoci strany LM a pFisludné vysky se
pokouselo také dalsich 18 zaku, avsak
dopustili se jedné nebo i vice numeric-
kych chyb, 6 z nich strané LM ptitadilo
délku 4 cm a vy$ce na tuto stranu dél-
ku 1 cm; 3 Z4ci dosadili délky stran do
nesmyslného vztahu ,obsah = soudin
délek stran®, stejné chyby se tito zaci
dopustili i pti vypocétu obsahu trojuhel-
niku ABC.

Pro lepsi ptehlednost jsou metody
74kl opét shrnuty v tabulce relativnich
detnosti (tab. 3). V piipadé sekundy vzta-
hujeme relativni ¢etnosti pouze k tém
z&ktim, ktefi si opravili zadani dle poky-
na uditele. V uloze néas zajimalo, zda

59



PROPEDEUTIKA ANALYTICKE GEOMETRIE V ROVINE

Z&ci objevi vhodnou dvojici strany KM
a prislusné vysky, jejichz délky znajf,
prestoze vyska lezi vné trojuhelniku.
Néapovédou mél byt ikol, aby ,vhodnou*
stranu a vy$ku v obrazku nejprve vyzna-
¢ili. Z tabulky 3 je patrné, Ze, obdobné
jako u predchozich uloh, s rostoucim
ro¢nikem rapidné klesa uspésnost zaka.
Za povsimnuti stoji, Ze pouze Z4ci primy
pouzili metodu odéitadni od obsahu opsa-
ného ¢tverce. Starsi Zaci se ¢astéji snazili
pro vypocet obsahu trojuhelniku KLM
pouzit stranu LM a k ni ptislu$nou vysku,
ktera jako jediné leZela uvnitt trojihelni-
ku, ptestoze pak museli sloZitéji dourcit
délky pottebnych usecek.

Zakovska reseni ulohy 1.4
(rovnoramenny trojuhelnik)
Ulohu 1.4 povaZujeme za jednu z obtiz-
nejsich, zejména jeji ¢ast b), proto byla
zatim vyzkou$ena pouze s zaky vy$siho
gymnazia. Resili ji v lednu 2018 Z4ci 3.
ro¢niku ¢tyfletého Gymnéazia Ttebon
v jedné z uvodnich hodin analytické
geometrie a vdubnu 2018 ZAci sexty Ses-
tiletého Gymnézia Na Praza¢ce v Praze
v ramci maturitnfho opakovani.

V obou tridach méli zaci k dispozici
¢tvereckovany papir a nejprve pracovali
samostatné. V prvni tfidé si poté spolec-
né kontrolovali svéa fe$eni s vyucujicim,
nemame tedy zaznamendny piesné pocty
jednotlivych zakovskych pristupt k fese-
ni, nicméné ptitomny pedagog si zapsal
podstatné prekazky, které vypozoroval
pti sledovani samostatné prace. Nékolik
74kl si na za¢atku nenakreslilo obrazek
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vibec, dalsi sice ano, av$ak bez soustavy
soutadnic. Dva Z4ci zformulovali my$len-
ku, Ze pokud zname zékladnu rovnora-
menného trojuhelniku, pak hlavni vrchol

musi leZet na jeji ose. Nikdo v8ak neu-
vazoval o zadané strané ABjako o rameni

trojuhelniku, coZ bylo ziejmeé pric¢inou

hromadného netspéchu piti feSeni ¢as-
ti b), bez napovédy uditele ulohu nikdo

nevytesil. Mnozi se snazili pouZit vektory
(pro né posledni probirana latka), aniz by
védeéli, co a pro¢ s nimi vlastné pocitaji.

Ve druhé tidé zaci rovnéz pracovali

samostatné, kdo tlohu vytesil, nechal si
jiihned zkontrolovat vyuéujicim a pokud
ji mél $patné, mohl si ji opravit. V ¢4sti a)

napoprvé 5 zakt z 23 uvedlo pouze jedno

teSeni, po upozornéni okamzité urcili

i druhé. Ostatni méli dlohu napoprvé

spravné. V tloze b) zcela bez napové-
dy vytesilo ulohu 11 z4kd, jedno reseni
objevilo dal$ich 5 zaka. Zbylych 7 zaka
potiebovalo napovédu v tom smyslu, Ze

AB nemusi byt zédkladnou trojuhelniku.
Kazdy bez vyjimky vsak zacal obrazkem
s kartézskou soustavou soutadnic a pou-
ze dva zaci zkousSeli sestavit soustavu
rovnic a pracovat ¢isté analytickou meto-
dou (analytickou geometrii v roviné jiz
meéli kompletné probranou).

Zakovska reseni ulohy 2.1
(osova a stfedova soumérnost)
Ulohu 2.1 tesilo 26 zaka primy Sestileté-
ho gymnaézia v inoru 2018 samostatné
pii suplované hodiné. S osovou soumér-
nosti neméli potiZe, nespravné feseni
se objevilo jen ve 4 pfipadech, v nichz si
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Obrazek 10. Ukazka nesmyslnych zadkovskych fe$eni tlohy 3.2
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v8ak z4ci sestrojili $patné jiz zadani (2
z nich zaménili x a y, dalsi dva se spletli
v zakresleni jednoho z bodt) a to osové
soumeérné spravné zobrazili.

PotiZe nastaly v ¢astech b) a c), kde
bylo tkolem zkonstruovat obraz troju-
helniku ve stiedové soumérnosti. Ukol b)
spravné vyresilo 11 z4ku, kol c) 8 zaka
(tito Z4ci tvotili podmnoZinu téch, ktefi
zvladli ¢ast b). V ukolu b) 9 zakt sestro-
jilo trojuhelnik osové soumérny podle
osy x, dalsi 3 se sice pokouseli o sprav-
ny princip stedové soumeérnosti, aviak
diky neptesnosti rysovani a slepé davétre
v konstrukéni feSeni nepodlozené zad-
nou dal$i tvahou jim zobrazené body
vysly 0 0,5 az 1 cm jinak. Ostatn{ rovnou
prohlasili, Ze si sttedovou soumérnost
nepamatuji. V tikolu c) pak byla situace
obdobnd, pouze narostl pocet neptes-

~ TND

nych fe$eni ziskanych ¢isté konstrukéné
na ukor spravnych odpoveédi.

Zakovska reseni uloh, které
jsou pripravou pro praci
s vektory

Ulohy 3.1 a 3.2 jsou v podstaté totozné,
lisi se pouze zptisobem zapisu. Tyto dlo-
hy byly ptipraveny s cilem vybudovat
v zacich predstavu o volném vektoru dii-
ve, nezZ je exaktné zaveden v analytické
geometrii na stiedni $kole. Pro mladsi
z4ky je vhodnéjsi varianta 3.1, nebot
s algebraickymi vyrazy se jiz setkali.t
Pro star$i zaky mtizeme pouzit obé verze,
pricem?Z varianta 3.2 m4 primou souvis-
lost se zapisem soutradnic vektoru, maze
tedy poslouzit jako pfirozeny nacvik zna-
zortiovani vektort.

4 Maéame na mysli zaky $koly, na niz byl vyzkum provadén. Na jinych $kolach je tieba brat ohled na
ptislugny Skolni vzdéldvaci program a individualné posoudit, zda je ptiklad pro Zaky vhodny.
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Tabulka 4. Relativni ¢etnosti Zadkovskych feseni tlohy 3.1, respektive 3.2

spravné feSeni nesmyslné .
S e o nefeseno
reSeni s chybou feSeni
sekunda 73 % 27 % - -
kvinty 53 % 15 % 15 % 19 %

Pozn. V prvnim sloupci uvadime pouze zcela spravna feseni. Ve druhém (fesent s chybou) pak ta, z nichZ
je zfejmé, Ze Zak princip pochopil, av8ak v jednom nebo vice krocich se spletl, naptiklad zaménil x
ay. V ttetim sloupci (nesmysiné feseni) jsou zapoéitana re$ent, ktera svédéi o naprostém nepochopent

vyznamu zapisu.

Ulohy byly zadany v lednu 2018
v sekundé a v dubnu 2018 v kvintach
Sestiletého gymnazia. V kvintach zatim
v matematice pojem vektor a jeho sou-
tadnice probran nebyl. Sekunda tesila
tlohu 3.1, kvinty dlohu 3.2. V obou tii-
déach byly tlohy zadany jako samostatna
prace, nasledneé vybrany a vyvhodnoceny
ucitelem.

V sekundé prvni ¢ast sestrojilo
i zapsalo vSech 26 zZakt spravné. 19 zakt
uvedlo, Ze jim obrazek pripominé letadlo;
7 z&kt napsalo, Ze v obrazku vidi siluetu
ptéka (5 zaka uvedlo oboji); zbyvajicich
5 74kl na otazku, co jim obrazek ptipo-
mind, neodpovédélo. Druhou ¢ast zvladlo
spravné 19 zaka, 7 zakt udélalo v nékte-
rém z krokt chybu.

V kvintach prvni ¢ast rovnéz zvlad-
li v8ichni spravneé, tj. 40 zakt. Oproti
zadkam sekundy nabidli Zaci kvint pes-
trej$i repertoar odpovédi na otazku,
co jim obrazek ptripomina. Vzpomnéli
si na ptéka, letadlo, $ipku, némeckou

orlici®, tu¢naka, altanek, kasnu, draka,
vlastovku, sovu, fontanu ¢&i orla. Druhou
¢ast vytesilo bezchybné 21 zaka. 15 zaka
odevzdalo chybné fe$eni, z toho minimal-
né 6 zakl evidentné viibec nepochopilo
princip zapisu (obr. 10). Zbyvajici 4 Zz4ci
tuto podulohu viibec netesili.

Pro snaz$i porovnani obou ti#d uva-
dime ptiblizné relativni ¢etnosti jednot-
livych zakovskych teSeni druhé ¢asti
dlohy 3.1, respektive 3.2, v tabulce 4. Na
prvni pohled je zfejmé, Ze mladsi Zaci
v této tloze dosahli lepsich vysledku.

Zatazeni hry ,formulky*
do vyuky

S touto hrou se jedna z autorek setkala
v rodinném kruhu jiz v raném détstvi
jako s formou zabavy pro kraceni vol-
nych chvil. V poslednich cca deviti letech
s nf seznamuje své zaky pravé v souvis-
losti s procvicenim znédzornéni vektor
v analytické geometrii. Zatim se zadny

5 Tyto odpovédi uvadeli zaci tiidy, kterd je specializovana na vyuku némeckého jazyka.
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Obrazek 11. Hraci plan formulek se soustavou soutadnic a vektorovym zapisem

trasy

Y

)
J

N

14VIS

Zapis trasy:
(1l O), (2: _1)1 (11 0):*7

(2,1), (3,2), (4, 1)

nenasel.

Zatimco v predchozich letech byla
hte vénovana vzdy jen ¢ast jedné vyu-
¢ovaci hodiny, kdy byli Zaci sezndmeni
s pravidly a mohli si pak chvili ve sku-
pinkdach hru vyzkouset, ve $8kolnim roce
2016/2017 byla v ramci jiz zminéného
experimentu s upravenym pristupem
k vyuce analytické geometrie tato hra do
hodiné byla zZakim vysvétlena pravidla
a v zadjmu jejich upevnéni si zaci chvi-
li jen tak hrali, stejné jako tomu bylo
v ptedchozich letech v jinych t¥idach.
V dalsi hodiné dostali Zaci novy hraci
plan se zavodni drdhou a navic s vyzna-
¢enou soustavou soutadnic (obr. 11). Kaz-
dy mél za kol vymyslet co nejlepsi trasu
a tu pak né&jak symbolicky zapsat tak,
aby ji mohl snadno nadiktovat. Poté své

/
/ 2
BopScels
/
e

‘ ‘
sia RE +‘2 3 14 15 x

zapisy diktovali sousedovi, aby vyzkou-
$eli, zda jsou pro nékoho jiného srozu-
mitelné. Aktivita piedchézela zavedeni
soufradnic vektoru, av$ak nékolik zakt
na tento princip piislo a t¥ida jej ptijala
za nejefektivnéjsi, pouze jsme provedli
umluvu ohledné zavorkovani.

Princip hry byl opakované vyuZzivan
i v dal$ich hodinach, v nichz jsme se
jinak vénovali vektortim, a to vzdy jako
rozcvicka na zahajeni hodiny nebo nao-
pak jako vyplnéni nékolika zbyvajicich
minut ke konci hodiny. Byly vyzkouse-
ny rizné obmeény zapisu, diktaty trasy
naslepo, soutéZe o nalezeni nejlepsi trasy,
préace ve skupinach i samostatné. Zaci
rovnéz sami aktivné navrhovali razné
varianty hry.
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Diskuse

Prestoze byly ulohy vyzkouS$eny zatim
jen na malém vzorku zakd, je z jejich
FeSen{ znatelnd odlisnost piistupti zakt
rtiznych roéniki. Zaci prim maji jesté
v Cerstvé pameéti vypocty ve Ctvercové siti
a nékteti je dokazou aplikovat i v sou-
stavé soufadnic. Star$i Zaci jiz znaji
dal$i matematicky aparat a snazi se jej
za kazdou cenu vyuZit, misto aby hleda-
li nejsnazsi feSeni. Tento jev je patrny
zejména u uloh 1.1 az 1.3.

Vétsina testovanych zakt primy prosla
na$imi ptipravnymi kurzy, v nichz byly
podobné dlohy zadavany a byly i souéasti
prijimacich testi nanecisto. To mtize byt
jednou z ptic¢in jejich uspéchu. Opako-
vané nékolik let po sobé pozorujeme, Ze
ulohy propojujici kartézskou soustavu
soutadnic s planimetrii Zakfim sedmych
ro¢nika zakladnich $kol, kteti nase kurzy
navstévuji, ¢ini zpo¢atku potize, a proto
témto tlohdm vénujeme v kurzech jistou
pozornost.

Pro zaky mohou byt ptedlozené tlohy
obtizné, nebot v sobé kombinuji nékolik
poznatkli najednou. Pfedev$im je zapo-
ttebi mit pfedstavu o zdpornych &islech,
ktera jsou pro zaky sedmych ro¢nik vét-
$inou ¢erstvé probranou latkou.” K jedné
¢iselné ose se najednou ptripoji druha
a zaktm se plete, ke které ose patii ktera

soutadnice - ¢asto zaménujix a y i klad-
ny a zdporny smér. Je tedy tfeba nejprve

se ujistit, Ze s ptehledem zvladaji prosté

zakresleni bodu daného soutadnicemi

a naopak vy¢teni soutadnic zakresleného

bodu z obrazku, a to véetné bodu leZicich

na osach soustavy soutadnic. Az poté

muzeme piejit k dal$im typtim tdloh. Pii-
rozené propojeni s rovinnou geometrii je

pak logicky navazujicim krokem a lze se

k nému opakovaneé vracet v rtiznych rog¢-
nicich a v riiznych souvislostech. V ptipa-
dé zakovskych netspéchti je vsak tieba

bedlivé sledovat, ktera konkrétni ¢ast
z&4ktm nejde - zda orientace v soustavé

soufadnic nebo zda aplikace vlastnosti

utvart (napiiklad v uloze 1.2 bylo nutné

uvédomit si nékolik véci najednou - kol-
most stran obdélniku, vztah pro vypocet
jeho obsahu, dvé moZné polohy umisténi
utvaru vzhledem k dané straneg).

Za uZite¢né povaZujeme mimo jiné
ulohy, které maji vice fe$eni (zde napii-
klad dloha 1.2). Takova tloha je piipra-
vou na Fe$eni polohovych konstrukénich
dloh, v nichZ pravé urceni pocétu reseni
dela zaktim ¢asto potize. Pti klasickych
pocetnich prikladech (,urcete $itku
obdélniku, ktery ma délku 4 cm tak,
aby jeho obsah byl 12 cm?) se s uloha-
mi, které maji vice riznych reseni, zaci
tak ¢asto nesetkaji. Zpo¢atku mtzeme
napovédét vhodnou formulaci zadéani,

6 Naptiklad ulohu ,Pro &tverec ABCD plati B [2; -2], D [-2; 2]. Urtete délku strany ¢tverce. V testu
nanecisto, ktery byl zadan v ramci ptipravného kurzu pro zaky 7. ro¢nikt zakladnich $kol na jaie
roku 2018, vyresilo spravné pouze 43 % ptitomnych. Mnoho Z&kt tlohu nefesilo vitbec, vzhledem
k tomu, Ze byla fazena jako ¢tvrtd v potadi a dalsi ulohy tito Zaci vyte$ené méli, je pravdépodobné,

Ze ji imyslné preskodcili.

7 Zaporna ¢isla byvaji vyutovéana zpravidla v sedmém, nékdy jiz v $estém ro¢niku zakladni $koly.
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7e maji hledat vice fe$eni (jako tomu
bylo v tloze 1.2), pozdéji je vhodné od
téchto ndpovéd pozvolna upoustét. Je
vsak tfeba stale dbat na to, aby néjaké
FeSeni{ nebylo opomenuto a zaky na néj
v ptipadé potieby upozornit. I tloha 1.1
m4é dvé reSenf - body B, D hledaného
¢tverce lze prohodit. Na velikost obsahu
¢tverce tato zdmeéna nemd vliv. Nikoho
z testovanych Zaki moznost existence
druhého reseni nenapadla, a kdyZ jsme
piinasledné diskusi s nimi na toto téma
zavedli fe¢ (pravé v souvislosti s dvéma
fe$enimi ulohy 1.2), argumentovali kon-
venci popisu vrcholli itvaru proti sméru
hodinovych rué¢i¢ek. Tuto konvenci v§ak
nepovazujeme za $tastnou, nebot vede
k nejasnostem prave pti ur¢ovani poctu
teSeni konstrukénich tloh nebo pti popi-
su stén téles.

PotiZe s vypoétem obsahu tupouhlé-
ho trojuhelniku (druhd ¢ast dlohy 1.3)
nas nepiekvapily. Mohou souviset s tim,
7e trojuhelnik nebyl prototypicky (Her-
shkowitz, 1989), zcela jisté bylo pro zaky
obtizné ,vidét“ v obrazku vhodnou vysku
vedenou vné trojuhelniku a mnoho jich
jineodhalilo ani po upozornéni, na co se
konkrétné maji zamétit.

Metody feseni tlohy 1.4 jsme porovna-
li u dvou skupin ptiblizné stejné starych
zakt, pricemz druhé z nich se s podobny-
mi dlohami v pfedchozim studiu setkéa-
vala ¢astéji nez prvni. Ukazalo se, Ze tyto
zku$enosti mély zasadni vliv na zvole-
né postupy i na schopnosti zaki tlohu
spravné vytresit. Problémy Zzakl s vni-
manim strany AB jako ramene a nikoli
zdkladny opét patrné souvisi s prototy-

pickym nahliZenim na rovnoramenny
trojuhelnik.

S tlohami kombinujicimi shodnd zob-
razeni s kartézskou soustavou soutadnic
mame rovnéz zkuenosti z jiz zminénych
ptipravnych kurzt k ptijimacim zkous-
kam na Sestiletd gymndzia. Nejvétsi
potiZze maji zaci opakované se stiedo-
vou soumeérnosti, naopak nejlépe zvla-
daji soumérnost osovou (tato praxe se
pfi ovérovani zde prezentovanych dloh
potvrdila), ale pouze za piedpokladu, ze
za osu soumeérnosti volime nékterou
situace, kdy osu zvolime rovnobéznou
riznou s osou x nebo y, a nejvétsi pro-
blémy nastavaji pti volbé §ikmé polohy
osy soumeérnosti. Zda se, Ze v osové sou-
mérnosti podle soutadnicové osy Zaci
¢astéji souradnice dopoditavaji, zatimco
zadéa-li se jin4 osa nebo stfedova sou-
meérnost, za¢nou néktefi spoléhat jen
na konstrukéni metodu a dosahnou pak
nepiesnych vysledkd, které jiz vypoctem
neoveri.

Ulohami nazvanymi pracovné ,pro-
chazky soustavou soutradnic“ (dlohy
3.1 a 3.2) se snaZime v Zacich vybudo-
vat vizudlni pfedstavu volného vektoru
zadaného v soufadnicich jesté pted jeho
formalnim zavedenim. Praxe ukazuje,
Ze pokud se omezime na definici vek-
toru a vztah pro vypocet jeho soufadnic
jako rozdil koncového a pocate¢niho
bodu, zak si nevytvori dostatecné pev-
nou vizudlni predstavu a ptili$ rychle
piechazi k algoritmizaci pti feSeni dloh.
Neékolik malo rychlych naértka situaci
nezachrani. Ve t¥idé, v niz bylo k vyu-
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ce analytické geometrie pfistupovano
v roce 2016/2017 experimentalng, méla
vétsina zakt pod souradnicemi vektoru
grafickou predstavu dobte vybudovanou
a snéze pak pracovali s vektory v sou-
vislosti s u¢ivem o ptimkach (napiiklad
nezameénovali smérovy a normalovy vek-
tor ptimky, méné chybovali v ilohach
o vzajemnych polohach piimek atd., coz
bylo moZné pozorovat také pfi porovnani
didaktickych testt této tiidy s didaktic-
kymi testy jinych tfid vedenych toutéz
vyucujici v pfedchozich letech). K tomu
pravdépodobné pozitivné ptispélo také
opakované zatazovani hry ,formulky*“.
Nase testovani ukdazalo, Ze souvislost
mezi usporddanou dvojici ¢isel a pohy-
bem v soustavé soutadnic zvlddnou bez
blizstho vykladu odhalit i Zaci na tirovni
zédkladni 8koly. Navic je pfedloZené tlohy
bavily, zaujala je moZnost prenést zapi-
sy vyrazu do grafické podoby ,hezkych
obrazki“. Uloha 3.2, v niZ vysledny obra-
zec nic neptipominal, méla provérit, zda
spravné pochopili princip symbolického
zapisu. Zde se ukéazalo, Ze vétsi potize
méli opét starsi zaci, ktefi k praci nepti-
stupovali s takovou koncentraci a pro
FeSenf uloh nemeli dostate¢nou vnitini
motivaci (neochota pracovat je u zaka
kvint zfejma i z toho, Ze néktefi z nich
dlohy viibec netesili).

Dal$im pfinosem téchto tloh je obje-
vovani, jaky vliv na zménu soutadnic
zobrazovanych ,orientovanych useéek"
ma skutec¢nost, Ze osou soumeérnosti je
soufadnicova osa, poptipadé stiedem
soumérnosti stied v po¢atku soustavy
soufadnic. Pfi naslednych rozhovorech
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zaci sekundy i kvint ptisli rychle na to, Ze
u 0sové soumeérnosti s osou y se u x-ové
soutadnice (resp. u koeficientu u vyrazu
s proménnou x) méni pouze znaménko
a y-ova soutadnice zlistava stejnd. Zaci
posléze tesili podobnou tlohu, v niz byl
konstruovan utvar sttedové soumérny
podle potatku soustavy soutadnic (viz
Moravcova & Katikova, 2018), i zde obje-
vili pravidlo pro zménu znamének obou
koeficientt.

Pokud by jedné tiidé byly zadany zaro-
ven ulohy 3.1 i 3.2, nabizi se nasledna
diskuse s zadky o komutativnosti - pro¢
napiiklad zapisy ,-x + y* a ,+y - x* vyja-
diuji totéz, ale ,(-1,1)“ a (1, -1)* jiZ niko-
liv? S timto problémem jsme se setkali
zatim pouze pii hie formulky, kdy Zaci
bez znalosti vektort hledali vhodny zpt-
sob, jak trasu symbolicky popsat.

Besedy s Zaky rovnéz odhalily nékte-
ré pri¢iny vzniku chyb, kterych si jsou
z4ci sami védomi. Opakované napiiklad
ptipustili, Ze se jim plete potadi soutad-
nic i znaménka (pohyb vpravo x vlevo).
Nékteri zaci kvint ptiznali, Ze nemaji
dostate¢nou trpélivost (,kdyz mi to neslo,
tak mé to prestalo bavit“). Setkali jsme
se v8ak ptevazneé s pozitivnimi reakcemi.
Z&ci ocetiovali zajimavé tilohy, moznost
objevit samostatné reseni, hezky vycha-
zejici obrazky i ptilezitosti k objeveni
zajimavych souvislosti.

Zaver

PredloZené udlohy a jim podobné lze
s uspéchem zadévat ve vSech ro¢nicich
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druhého stupné zakladni $koly a stiedni
skoly poté, co jsou Zaci obezndmeni se
zapornymi ¢isly a kartézskou soustavou
soutadnic. Ulohy lze zafadit do mnoha
tematickych celktll, zejména se hodi
pro procvi¢eni dloh z rtiznych oblasti
planimetrie. Jejich prabézné zadavani
nezabird ¢as v hodinach pro vyklad dal-
$ich témat, nebot mohou poslouzit jako
prirozené opakovani ptedchoziho ugiva
ijako praprava u¢iva nového.

Z4ci, ktet{ se s podobnymi tilohami
setkavali dlouhodobé a systematicky,
prokazali lepsi geometrickou piedstavi-
vost pti fe$eni pocetnich tloh z oblasti
analytické geometrie. Naopak pro zaky,
kteti se s ulohami setkali poprvé, bylo
jejich feSeni bez pomoci ucitele obtizné
a navrhovali zbyteéné sloZité postupy.
Je pozoruhodné, Ze ¢im starsi Zaci udlo-
a vice numericky chybovali. Pribézné
zatazovani dloh z oblasti planimetrie,
av8ak pomoci kartézské soustavy sou-
fadnic, mtze ptispét ke sniZzeni pouze
forméalniho pochopeni ué¢iva analytické
geometrie a k ziskani hlubsi vizualni
piedstavy pfi praci s rovnicemi v této
oblasti matematiky. Ulohy, v nich# se
pracuje s pohybem ve ¢tvercové miiz-
ce a s ¢iselnym zapisem tohoto pohybu,
povaZzujeme za vhodnou propedeutiku
pojmu volny vektor a jeho soutadnice.
Z4ci, kteti predloZzené tlohy opakované
pred zapocetim vyuky tématu analyticka
geometrie fesili, méné pozdéji chybovali
v rutinnich vypoctech a automaticky sva
teSeni{ doprovéazeli vhodnymi nacrtky.

Domnivame se, Ze by tlohy obdobné

zde ptedloZenym mély byt vice priibézné
zatazovany a nemély by se objevovat ve
vyuce pouze narazové pii zavedeni kar-
tézské soustavy soutadnic, znazortiovani
grafti funkcfi a v analytické geometrii, jak
je tomu prevaZzné nyni. Véfime, Ze tento
prispévek poslouzi uéitelim matemati-
ky jako inspirace k vytvoreni vlastnich
uloh, jejichZ obtiZnost lze libovolné gra-
dovat s ohledem na znalosti a schopnosti
zaka.
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