Jak na to? Ruzné zpusoby reseni slovnich uloh
HANA NOVAKOVA, JARMILA NOVOTNA!

Cldanek seznamuje ctendre s obsahem pracovnt dilny, kterd probéhla na konferenci.
Zakladem spésného uceni se matematice je resSeni uloh, které pomdhd rozvoji
tvorivosti, jejimu rozsirovdni a kultivaci. Cilem dilny bylo ukdzat, jakym zpusobem
muzeme Zaky sezndamit s ruznymi strategiemi reseni slovnich uloh. Ukdzat jim, Ze
resend slovnich wloh je tvurci prdace, béhem které muzou najit vice sprdavnych cest
ke spravnému vysledku. Ucastnici dilny hledali pro vybrané ulohy mozZné resitelské
strategie a zamysleli se nad vyhodami a nebezpecimi pouZiti navrZenych strategii.
Navrhy pak porovnali s tim, jak wlohy resili 14—15leti Zdci.

Se slovnimi ulohami se zaci setkavaji prubézné jiz od prvni tiidy. Na druhém
stupni ZS jsou soucdsti tematickych celki délitelnost, zlomky, pomér, procenta,
ve vysSich ro¢nicich pak rovnice a jejich soustavy. Podle RVP by také zaci méli
fegit ,nestandardni aplikacni tilohy a problémy*. Pro ilustraci uved me vystup z to-
hoto tematického celku pro 9. roénik: ,Zak uzivd logickou tdvahu a kombinaéni
usudek pfi Tfeseni slovnich 1loh a problému a naléza ruzna feseni predkladanych
nebo zkoumanych situaci“ (Okruh 4: Nestandardni aplika¢ni tilohy a problémy)?.
Regen{ slovnich tloh patif mezi nejvyznamnéjsi oblasti skolské matematiky, ale za-
sahuje i do jinych oblasti vzdélavani, napi. rozviji schopnost porozumét textu, tridit
informace, kriticky ¢ist i myslet.

Z hlediska didaktiky matematiky zak pri feSeni slovnich tdloh hledd a vytvari
matematicky model, pomoci kterého bude schopen tulohu vyfiesit. Ukazuje se, ze
nékteti zaci (ale i ucitelé) radéji resi ,klasické® (typové) tlohy, jejichz matematicky
model (algoritmus feseni) odhali na prvni pohled. Podle (Novotnd, 2000) k tomu
mohou vést tyto divody: Zak nerozumi slovni tloze z hlediska jazykového nebo
nechape socialni kontext tlohy do té miry, ze odmitne tilohu fesit. V prubéhu ¢teni
zadani tlohy se zak pokousi o feSeni, ale z ruznych duvodu (délka textu, registr
jazyka, prilis velké mnozstvi informaci apod.) se mu nedaii vybrat dulezité in-
formace. Zék rozumi zadan{ dlohy, dokéze identifikovat podstatné informace, ale
neodhali matematicky model potfebny k vyfeseni tlohy.

Na zékladé nasi zkuSenosti si dovolujeme tvrdit, ze postoj zaku k problema-
tice slovnich tloh je spiSe negativni. Vétsinou je povazuji za obtizné. Maji strach
a obavy z neuspéchu. Domnivame se, ze tento strach z nedspéchu muze vychazet
z domnénky, Ze je nutné kazdou tdlohu vyfesit jednim danym zptsobem. Zék se
obava, ze ho nenajde a mnohdy se o feSeni ani nepokusi.

!Univerzita Karlova, Pedagogickd fakulta, hanka.hrabakova@centrum.cz, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
Zhttps://clanky.rvp.cz/wp-content /upload /prilohy /17383 /matematika_a_jeji_aplikace.pdf
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Mezi zédkladni otazky vyuky matematiky patii: Ma ucitel vést zaky k tomu, aby
co nejlépe zvladli algoritmy, nebo ma rozvijet jejich tvorivost? Maji prilezitost pra-
covat kreativné dostat pouze zaci s dobrymi vysledky v matematice nebo vsSichni?
(Sarrazy & Novotnd, 2013). Cilem dilny bylo na nékolika slovnich tlohédch ukézat
ucastnikiim moznosti pouziti ruznych neskolskych ftesitelskych strategii. Dalsim
cilem bylo porovnat to, které tesitelské strategie pro ulohy ocekavali, s tim, jak
na moznost tvorivého pristupu k feseni reagovali zaci.

Trochu teorie na uvod

V ramci projektu GACR 407/12/1939 byly sledovany tyto feitelské strategie,
souhrnné oznacovany jako heuristické strategie: Pokus — ovéreni — korekce, Sys-
tematické experimentovani, Analogie, Preformulovani tlohy, Pouziti fesitelského
obrazku, Pouziti grafu funkci, Vypusténi podminky, Cesta zpét, Zobecnéni a kon-
kretizace (pfip. Konkretizace a zobecnéni), Zavedeni pomocného prvku, Rozklad na
jednodussi pripady a Uziti falesného predpokladu (Eisenmann, Novotna & Pribyl,
2015). Vsechny tyto strategie patii mezi tzv. heuristické strategie v pojeti (Pdlya,
2004).

Novakové (2013) se zaméfuje na analyzu a priori didaktickych situaci a na jej
vztah k pripravam na vyuku matematiky v praxi uc¢itelu matematiky. V teorii di-
daktickych situaci v matematice je analyza a priori popsana jako ,,profesni néastroj,
ktery muze ucitelim pfi planovani vyuky pomoci“ (Novédkové, 2013, s. 21). Jednou
z hlavnich slozek analyzy a priori je vyhledani co nejvice moznych strategii feseni
uloh (spravnych i chybnych) a védomosti a poznatku nezbytnych pro jednotlivé
strategie TeSeni.

Ijlohy pouzité v dilné a vhodné resitelské strategie pro né

V dilné byly pouzity tfi dlohy (Ctvrtkruh, Ryba a Zahrada) zpracované v ramci pro-
jektu GACR407/12/1939, které je mozné fesit nejen pomoci nékterého ,skolského*
algoritmu, ale nékolika vhodnymi heuristickymi strategiemi. Pro kazdou ulohu uva-
dime nejprve kromé zadani také prehled vhodnych fesitelskych strategii. Neuvadime
seznam moznych chybnych strategii, které zaci mohou pouzit, pouze upozornujeme
na néktera, podle nasich ocekdvani ¢asto se objevujici, uskali.

Nejprve uvadime strategie A, B, které jsou spolecné pro vSechny tii 1lohy:

A. Pokus — ovéreni — korekce: V prvnim kroku provedeme ndhodnou volbu. Ovéfime,
zda volba spliuje vSechny podminky ze zadani. Pokud ne, provedeme novy odhad

a postup opakujeme. Cilem je se rizenymi iteracemi dobrat po konecném poctu
kroku k cili.
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B. Systematické experimentovani: Postupujeme podobné jako v A, pouze hodnotu
pro dalsi krok ménime systematicky:.

Zahrada

Po obvodu pozemku tvaru ¢tverce ma byt postaveno celkem 24 kulia. Kolik nejvyse
kulu bude na kazdé strané tohoto pozemku, jestlize na vsech jeho stranach mé& byt
pocet kulu stejny?

Ocekavané spravné rtesitelské strategie

Lze ocekavat, ze tesitelé pouziji aritmetickou cestu (24 : 4 = 6). To vsak neni
spravné reSeni, protoze zalezi na tom, zda jsou kuly umisténé v rozich nebo ne. Toto
nebezpedi se tyka i vSech dalsich strategii, které predstavujeme. Nejvétsi pocet kula
na strané zahrady bude v pripadé, ze Ctyri kuly jsou umistény v rozich zahrady.

Z1. Aritmetickd cesta (Skolskd strategie): 4 kuly jsou umistény v rozich, tedy na
kazdé strané zahrady jsou 2 kuly. Zbylych 20 kil rozdélime rovnomeérné na vSechny
strany, tedy na jedné strané bude 20 : 4 = 5 kulu. Na kazdé strané muze byt nejvyse
7 kulu.

72. Pouziti resitelského obrazku:

73. Analogie: Zadame analogickou 1lohu, ktera je snaze tesitelnd, napt.: Po obvodu
pozemku tvaru ctverce md byt postaveno celkem 8 kulu. Kolik nejvyse kulu bude
na kaZdé strane tohoto pozemku, jestlize na vsech jeho strandch md byt pocet kil
stejny? PTi tomto zadani feSitel snadno vidi, ze nejvétsi pocet kult na strané za-
hrady je v pfipadé, ze 4 kuly jsou umistény v rozich. Sleduje-li Tesitel fesitelsky
postup u této zjednodusené tlohy (8 —4 = 4,4 : 4 = 1,1 + 2 = 3) a pouzije ho
v zadané uloze, snadno najde spravné reseni.

o~/

Poznamka: Na zakladé uvedenych tivah lze pracovat i s obecnéjsi ilohou, kdy kula
je n.
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Ctvrtkruh

Do pravoihlého rovnoramenného trojuhelniku je vepsana ¢ast kruznice podle obraz-
ku. Urcete obsah vepsané casti kruhu, jestlize velikost prepony trojuhelnika je
|AB| = 8 cm.

Ocekavané spravné resitelské strategie

Pro spravné vyteSeni tlohy je tieba zjistit polomér vepsané kruznice. Pak uz
staci vypocitat obsah kruhu a uvédomit si, ze vyznacend cast kruhu je jeji ¢tvrtina.
Uvadime pouze strategie pro vypocet poloméru kruznice.

C1. Pouziti Pythagorovy véty (Skolska strategie): Pomoci Pythagorovy véty spoci-
tame velikost strany AC. Znovu aplikujeme Pythagorovu vétu, tentokrat na troj-
uhelnik ACT,, kde T, je stfed strany AC.

C2. Pouziti Fuklidovy véty o vysce (skolskd strategie): Oznacime-li ¢,, ¢ velikost
useku, na které rozdéli bod T, stranu AC, je druhd mocnina poloméru vepsané
kruznice rovna ¢, - ¢.

C3. Pouziti pomocného trojuhelniku: Po nakresleni obrazku si uvédomime, ze troj-
uhelnik T,C'A je také rovnoramenny, tedy velikost usecky CT, je rovna poloviné
délky strany AB.

C4. Zavedeni pomocného prvku: Cda: Doplnéni do ¢tverce (obr. 1a), C4b: Pouziti
Thaletovy kruznice (obr. 1b)

D E

S

Obr. 1a Obr. 1b
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Poznéamka: Nékteri fesitelé mohou pouzit prekladani papiru nebo narysovani obraz-
ku ve skutecné velikosti a zméteni polomeéru.
Ryba

Hlava ryby vazi % celé ryby, jeji ocas vazi i celé ryby a jeji télo vazi 30 unci. Kolik
vazi cela ryba?

3 300z ]

Ocekdvané spravné rtesitelské strategie

R1. Algebraickd cesta (skolskd strategie): Oznaéme hledanou hmotnost ryby x unci

a sestavme piislusnou rovnici: (%) + (%) + 30 = z. ReSenim rovnice je x = 72.

R2. Aritmetickd cesta (skolskd strategie): Protoze hlava a ocas ryby tvoii dohro-
mady % ryby, tvori télo % ryby. Vime, ze télo vazi 30 unci, tedy % ryby véazi 6
unci a celd ryba 72 unci.

R3. Pouziti resitelského obrdzku: Celou hmotnost ryby muzeme reprezentovat napf.
obdélnikem (obr. 2a) nebo kruhem rozdélenymi na 12 stejnych ¢asti (obr. 2b).
Kdyz vybarvime tretinu, kterd odpovida hmotnosti hlavy a ¢tvrtinu, ktera odpovida
hmotnosti ocasu, zbyde 5 dilku, které odpovidaji hmotnosti 30 unci. Celd ryba tedy
ma hmotnost 72 unci.

hlava

OCas

I .-h-\--lllll_ - _EIL----'
.}" oF

Obr. 2a Obr. 2b

R3. Uziti falesného predpokladu: Uloha mé multiplikativni charakter, je tedy mozné
tuto strategii pouzit. Predpokladejme, ze by celd ryba vazila napt. 12 unci. Pak by
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hlava vazila 4 unce, ocas 3 unce. T¢lo by tedy vazilo 5 unci, coz je Sestkrat méne,
nez je zadano. Proto je hmotnost celé ryby 72 unci.

Zkusenosti z pouziti uloh ve tride

[jlohy byly pouzity v jedné vyucovaci hodiné s 24 zaky tercie osmiletého gymnazia.
Zéci pracovali celkem v 8 skupindch, dvé skupiny po 2, pét skupin po 4 zacich. Méli
k dispozici psaci a rysovaci potieby, kalkulacku a pracovni listy s lohami. Kazda
skupina dostala tfi listy, na kazdém byla jedna tloha. Ukolem skupiny bylo vsechny
ulohy vyftesit, a pokud to pujde, najit vice strategii feseni. Zduraznili jsme, zZe se
na feseni uloh musi podilet vSichni ¢lenové skupiny tak, aby byl ndhodné zvoleny
zdstupce schopen vysvétlit Feseni libovolné dlohy. Zaci si méli moznost zkontrolovat
vysledky uloh s tabuli, kde byly vysledky napsané zezadu.

Vsichni zaci se podileli na feseni, spolupracovali a vysveétlovali si v ramci skupiny
své myslenky. Béhem prace ve skupinach se objevily dotazy a pripominky k tloze
Zahrada (Je roh strana ¢tverce? Musi byt kul v rohu? To je jednoduché, bude jich
6.) a k terminologii v uloze Ryba (Ryba nemd ocas, ale ocasni ploutev. Co je to
unce?) Po 25 minutach byla prace ve skupindch ukoncena a zaci zacali prezentovat
sva teSeni u tabule.

Zahrada

Na prvni pohled se tloha zdédla zakim snadnd, vSechny skupiny tlohu vyftesily
spravné, ale ne vsichni na prvni pokus. Sest skupin pouzilo strategii Z2, z toho
¢tyfi ji kombinovaly se strategii A. Strategii Z1 pouzily dvé skupiny. Poznamka: Zéci
strategii formulovali v zobecnéné podobé, 24 kulu nahrazovali vyjadienim ,,celkovy
pocet kulu“. Pri hledani dalsich zpusobu feSeni se objevil dotaz, zda musi byt kuly
nutné v rohu. V diskusi se zaci shodli na tom, ze teoreticky nemusi, ale pak uz by
nebylo splnéné zadani ilohy o nejvétsim mozném poctu kil na strané zahrady.

Poznamka: Pii prezentovani vysledku zaci z legrace navrhovali, ze ptikoupi vyhodné
dalsi kuly, a tak sami pfisli i na zobecnéni 1lohy pro ¢ kulu.

Ctvrtkruh

Zaci pouzili strategie C1 (5 skupin) a C4a (2 skupiny). Jedna skupina pouzila stra-
tegii, ktera se v nasi analyze a priori neobjevila: Skupina potfebné prvky v zadani
zmérila a pomoci poméru a znalosti skutecné délky AB zménila tak, aby ziskala
skutecné rozméry. Obsah ¢asti kruhu, ktery skupina vypocitala, se lisil od spravného
vysledku o 0,5 cm?. Trida diskutovala o tom, zda takové feseni prijmeme. Zakim
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se nelibilo, Ze je nepfesné, ale na druhou stranu ocenovali, ze dotyény zak ,,vi, co
dela“ — perfektné vysvétlil, ze pouzival pomér, zduvodnil proc.

Ryba

Vsechny skupiny pouzily strategii R2. Po prezentaci vlastniho postupu ucitelka
zaky vyzvala, aby sestavili rovnici. Vétsiné zaku sestaveni rovnice necinilo obtize.
Spolecné diskutovali o vyhodnosti feSeni pomoci rovnice i bez ni. Zéci se shodli na
tom, ze bez rovnice se jim zda Teseni jednodussi.

Strategie reSeni navrzené ucastniky dilny

Ucastnici dilny pracovali v malych skupinach, kazda skupina hledala resitelské
strategie pro jednu ze tii uloh. Nasledovalo predstaveni nalezenych strategii vSem
ostatnim ucastnikim a diskuse o vyhodach a nevyhodéach jednotlivych strategii.
Ukézalo se, ze vétsinu strategii z analyzy a priori tc¢astnici navrhli také. Neobjevila
se strategie Z3 u tlohy Zahrada a strategie C2 u dlohy Ctverec.

Naopak byly navrzeny jesté jiné strategie, z nichz nékteré byly modifikacemi
strategii z analyzy a priori (v tloze Ryba byl v R3 pouzit ,ty¢ovy model“ a pouziti
analogické tlohy s procenty, v tloze Cturtkruh byl pouzit jiny pomocny prvek
v C4). Nékteré navrzené strategie se v analyze a priori neobjevily (v tloze Za-
hrada: Vypusténi podminky [Vypustime podminku o stejném poctu kulu na vsech
stranach, vSechny kuly umistime na jednu stranu, pak je postupné pravidelné
presunujeme na dalsi strany, az bude podminka ze zadani splnénal; Rozklad na
jednodussi pripady [umistime 4 kuly, po jednom na kazdou stranu; pak pridavame
kuly vzdy po jednom na kazdou stranu tak dlouho, az vycerpame vsech 24 kulu];
v uloze Ryba: Vypocet pro 12 ryb a pak dopocitani pro jednu rybu). Pro tdlohu
Ctverec byla Gcastniky navrzena analogie zidkovského Feeni ze skoly v této podobé:
narysovani obrazku ve skutecné velikosti a zméreni poloméru kruznice.

Zavérecna poznamka

Vyucovani matematice zalozené na teseni tiloh bez predavani hotovych poznatki
zakum, tzn. TeSeni tvorivym zpusobem, musi byt podlozeno dobrou znalosti ma-
tematiky ucitelu, jejich vlastni zkuSenosti s tvorivym piistupem k feSeni 1loh, ale
také dostatkem informaci a materialu ptripravenych k pouziti ve vyuce. Nelze ovsem
ocekavat, ze by zéaci zacali pouzivat heuristické strategie spontanné, pokud ne-
maji podporu ucitele nebo nékoho jiného. Jednou z moznosti je vyuzivat tlohy,
které lze snadnéji, pohodlnéji vytesit pomoci jedné nebo vice heuristickych strategii
misto algoritmickych skolskych strategii. V dilné si mohli icastnici sami vyzkouset
moznosti, které nabizi pouziti heuristickych strategii. Soucasné si uvédomovali, jaké
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moznosti ma ucitel pro to, aby zménil pristup zaku k feseni iloh pouze pomoci al-
goritmu, ktery jim byl predlozen, smérem k vlastnimu tvorivému hledani vhodnych,
i kdyz nékdy ,neskolskych® resitelskych strategii.

Podékovani

Dilna byla pfipravena v ramci feseni projektu OP VVV CZ.02.3.68/0.0/0.0/16.011/
0000664 Zvysend kvality vzdéldvdni Zdku, rozvoje klicovych kompetenct, oblasti vzde-
lavani a gramotnosti. Pouzité ilohy i seznam feSitelskych strategii byly vytvoreny
v rameci projektu GACR 407/12/1939 Rozvijend kultury fesent matematickijch pro-
bléma ve skolské praxi.

ek EVROPSKA UNIE
- * Evropské strukturalni a investicéni fondy
Iy Operaéni program Vyzkum, vyvoj a vzdélavani MINISTERSTVO SKOLSTVE

MLADE2E A& TELDWYCHOW

Literatura

1]

Eisenmann, P., Novotn4, J. & Ptibyl, J. (2015). Tvotivé pii feSeni iloh v mate-
matice. In N. Vondrova (Ed.), Dva dny s didaktikou matematiky 2015 (9-22).
Praha: UK-PedF'.

Novotnad, J. (2000). Analyza resent slovnich uloh. Praha: UK-PedF.

Novakovd, H. (2013). Analyza a priori jako soucdst piipravy ucitele na vyuku.
Scientia in educatione, 4(2), 20-51.

Sarrazy, B. & Novotna, J. (2013). Mathematical creativity and highly able
students: What can teachers do? In B. Ubuz, C. Haser, M. A. Mariotti (Eds.),
Proceedings of CERME 8 (1245-1253). Ankara: Middle East Technical Uni-
versity.

Pélya, G. (2004). How to solve it: A new aspect of mathematical method (Ezpan-
ded Princeton Science Library ed.). Princeton: Princeton University Press.

105



