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Abstrakt

Tato brozura vznikla s cilem podpotit profesni kompetence uéitelt souvisejici s rozvijenim
matematické gramotnosti zakti na zakladnich 8kolach a viceletych gymnaziich. Obsahuje
sedm metodickych materiald, které jsou postupné zaméieny na rtizné oblasti vyu¢ovani mate-
matice: od propojeni témat, pies porozuméni nékterym zakladnim pojmtim (mira v geometrii,
soustava soufadnic aj.), rozvijeni ptedstavivosti a schopnosti zakti véetné feseni slovnich
uloh az po individualni a diferencovany ptistup k zaktm. Kazdy materidl za¢ind abstraktem,
ktery ptiblizuje jeho obsah a strukturu. Nasleduji aktivity uréené pro zaky doplnéné meto-
dickymi komentati a pozndmkami. Specifikem nabizenych materiald je skutecnost, Ze byly
vyzkougeny (¢asto i opakované) p¥imo s z4ky ve vyuce. Zkudenosti s pouZitim materialt jsou
shrnuty v jednotlivych kapitolach. Vétime, Ze budou inspirativni i pro dalsi ucitele.

Kliéova slova:
diferenciace, individualizace, matematicka gramotnost, mira, pojmy, pfedstavivost, pratezova
témata, rozvijeni schopnosti, slovni tlohy

Abstract

This brochure was developed to support teachers’ professional competencies related to
the development of pupils’ mathematical literacy at primary schools and lower secondary
schools. It contains seven methodological materials, which are focused on different areas of
mathematics teaching: from interconnection of topics, understanding some concepts (such
as measure in geometry, coordinate system, etc.) through developing pupils' imagination
and their abilities including solving word problems up to individual and differentiated ap-
proaches to the pupils. Each material begins with an abstract that explains its content and
structure. The activities designed for pupils supplemented by methodical comments follow.
The specific feature of the materials is that they were trialled (sometimes repeatedly) in
school practice. The reflection of these trials is provided in each material. We believe that
this experience will be an inspiration for practising teachers, too.

Key words:
differentiation, individualization, mathematical literacy, measure, concepts, imagination,
cross-cutting themes, developing abilities, word problems
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Uvod

V ramci vzdélavaciho modulu Matematickd gramotnost projektu OP VVV Zvyseni kvality
vzdeéldvdni Zdku, rozvoje klicovych kompetenct, oblasti vzdéldvdni a gramotnosti se kolektiv
autorti zabyval tim, jak podpotit profesni kompetence ucitelti pii rozvijeni matematické
gramotnosti z4kli na zdkladnich $kolach i viceletych gymnéaziich. Na z&kladé podnétd od
uditel zapojenych v projektu bylo vymezeno sedm tematickych okruht, ve kterych postupné
vznikaly metodické materidly uréené pro vyuku matematiky. Tyto materidly vytvateli spole¢né
ucitelé z praxe a didaktici matematiky z vysokych $kol za podpory odbornikii na psychologii
a pedagogiku. Materidly byly poté prodiskutovany na spole¢nych setkanich, ovéteny ve vyuce
a upraveny do vysledné podoby.

Kazda ze sedmi kapitol této publikace prinasi ptiklad z jednoho tematického okruhu, na
kterém se v projektu pracovalo, a obsahuje metodicky material provéieny ve $kolské praxi.
Jedna se o nasledujici okruhy (v potradi dle kapitol): Priifezova témata v matematice, Mira
v geometrii, Geometricka predstavivost, Geometrické pojmy a vztahy, Rozvijeni schopnosti
v matematice, Slovni dlohy, Individualizovany a diferencovany p#istup v matematice.

Témata jednotlivych materialt odpovidaji aktudlnim potiebam uéitelti zapojenych v projektu.
Prvni kapitola je zaméfena na vyuziti pomuticky geoboard pti odvozovani obvoda a obsaht
trojuhelniki a je zde uk&zano moZné propojeni s technickou vychovou. Druha kapitola je
vénovana podnétnému zavedeni nékterych vzorct z oblasti miry v geometrii, konkrétné
povrchu a objemu véalce a kuzele. Ve tieti kapitole zamétené na geometrickou predstavivost
je uveden metodicky material na odvozeni Pythagorovy véty za podpory vizualizace matema-
tickych situaci v programu GeoGebra. Ctvrta kapitola se zabyva jednim ze zékladnich geo-
metrickych pojmt, a to kartézskou soustavou soutradnic. Je zde ukazano, jak 1ze procvi¢ovani
dovednosti spojenych se soustavou soutadnic zatadit do dal$ich oblasti $kolské matematiky.
Pata kapitola se zabyva rozvijenim schopnosti zdkti v matematice a ukazuje ndmeéty pro roz-
vijeni jejich algebraického mysleni na zakladé fe$eni diloh z aritmetiky na prvnim i druhém
stupni zékladni §koly. Sesta kapitola je vénovana heuristickym strategiim pti feseni slovnich
uloh z riznych oblasti. Sedm4 kapitola se pak zabyvé individualizovanym a diferencovanym
pristupem k zaktim v hodinach matematiky, a to v tématu lomené vyrazy.

Pro lepsi prehled étenaie obsahuji jednotlivé kapitoly v tivodni ¢asti abstrakty, ve kterych
se ¢tenai* dozvi podrobnéjsi informace o jejich zaméteni a obsahu. Na konci kazdé hlavni
kapitoly je pak uvedeno stru¢né shrnuti zkusenosti nejen z vyuziti ptedkladanych metodic-
kych materiali ve vyuce matematiky, ale i z dlouhodobych pozorovani vyukovych situaci
vazicich se k danému tématu.



1. Vyuziti pomucky geoboard pri studiu
metrickych vlastnosti trojuhelnika
a pravouhelniki

Libuse Samkovd

Abstrakt:

Vyukové materialy vénujici se moznostem vyuziti vyukové pomucky geoboard ve vyuce geo-
metrie, konkrétné pii studiu metrickych vlastnosti pravothelniki a trojihelnikti. Obsahem
materidld jsou navrhy dvou matematickych vyuéovacich hodin s touto pomtickou, které je
mozné meziptedmétové spojit s dvéma hodinami ptedmétu pracovni ¢innosti, kde si zaci
pomticku mohou sami vyrobit. Materiély jsou vhodné pro zaky druhého stupné ZS, ptipadné
niz8itho gymnéazia. Z matematického hlediska materidly procvicuji témata obvod ¢tverce,
obdélniku a z nich sloZenych geometrickych utvart, obsah ¢tverce, obdélniku, trojihelni-
ku a z nich slozenych geometrickych rovinnych ttvart, a také feseni tloh s vice moznymi
spravnymi fe$enimi. Podporuji se manipulativni ¢innosti, propojuje se $kolska matematika
s kazdodenni praxi, posiluji se meziptedmétové vztahy.

Kli¢ova slova:
geoboard, obsah, obvod, pravotihelnik, trojuhelnik

Abstract:

Learning materials focusing on possibilities to employ an educational tool called geoboard in
geometry education, namely when studying metrical attributes of rectangles and triangles.
The content of the materials consists of drafts of two mathematics lessons. These lessons
could be preceeded by two technical education lessons where students might make their
own speciments of the tool. The learning materials are suitable for 11 to 12 year old students.
From the mathematical perspective, the materials focus on topics circumference of rectan-
gles (including square) and figures composed of them and area of rectangles, triangles and
figures composed of them, and also on solving multiple solution problems. The materials
support manipulative activities, connect school mathematics to everyday practice, help to
strengthen interdisciplinarity.

Keywords:
geoboard, area, circumference, rectangle, triangle

Cilovéa skupina: Zzaci ve véku 11-12 let, 6. tiida
Cile materialt: propojeni §kolské matematiky s kazdodenni praxi
posileni meziptedmétovych vztaht s fyzikou a technickou vychovou
manipulaéni ¢innosti
reSeni nestandardnich aplika¢nich tdloh
feSeni uloh s vice spravnymi fe$enimi
procvi¢eni tématu obvod, obsah ¢étverce a obdélniku, obsah trojihelniku



Potiebny ¢as:  dvé vyucovaci hodiny pfedmétu matematika
dvé vyu¢ovaci hodiny pFedmétu pracovni ¢innosti (vyroba pomticky)

1.1 Uvod

Jedna z moZnosti, jak na za¢atku studia na druhém stupni zékladni $koly tispésné navazat na
stupeni prvni, spo¢iva v prubézném zacéleriovani aktivit, na které jsou studenti zvykli a které
byly dtileZitou sougasti jejich pfedchoziho studia na 1. stupni ZS. K témto aktivitdm pattily
manipulativni ¢innosti (ze kterych se odviji vét§ina matematickych znalosti na 1. stupni)
a interdisciplinarita (ktera na 1. stupni pfirozené vznika diky uditeli, ktery studenty obvykle
vyutuje véem vyutovanym predmeéttim). Z rdmcovych vzdélavacich programt zarovei pro
uditele vyvstava potieba zacélenovat do vyuky nestandardni aplika¢ni ilohy. V piedkladanych
vyukovych materidlech reagujeme na vy$e uvedené skuteénosti a predstavujeme plany dvou
odzkous$enych hodin matematiky, které se zamétuji na manipulativni ¢innosti v geometrii,
které vyuzivaji vyukové pomucky geoboard a vedou k fe$eni nestandardnich aplika¢nich tiloh
s vice FeSenimi. Interdisciplinarity je mozné dosdhnout propojenim s ptedmétem pracovni
¢innosti, v rdmci kterého si studenti mohou vyukovou pomtcku geoboard sami vyrobit.

Vyukové materialy byly odzkou$eny ve vyuce, maji tedy podobu popisu konkrétnich vyuco-
vacich hodin, doplnéného o navrhy (nékterych) spravnych e$eni probiranych dloh. Shrnuty
jsou takeé nejcastéjsi zakovské chyby, které se pti vyuce objevily. Jsou také ptipojeny didak-
tické poznamky pro pripadné vyuziti materiala ve vyssich ro¢nicich zdkladni $koly a niz$tho
gymnazia se studenty, kte#i znaji Pythagorovu vétu a odmocniny.

1.2 Vyukova pomucka geoboard

Geometrickd vyukova pomticka geoboard, desky také geodeska (Zilkova, 2010; Klhtifkova,
2016; Cachova a kol., 2015) je vyrobena z pevného dievéného nebo plastového &tverce libo-
volné velikosti, na kterém jsou v pravidelnych rozestupech umistény hirebi¢ky nebo kolicky
tak, aby tvotily ¢tvercovou sit. Nejmensi pouzivany rozmeér ¢tvercové sité tvori étverec,
jehoz stranu tvori 3 kolicky, tedy &tverec o strané 2 jednotky. Ten se velice ¢asto pouziva na
1. stupni ZS. Na koli¢ky je moZné napinat gumicky, ¢im vznikaji obrysy raznych rovinnych
utvarti. Mame-li zadjem o vétsi pestrost tvart na geoboardu, je mozné zvolit vétsi étvercovou
sit, naptriklad o rozméru 6 x 6 koli¢kl tak jako v tomto pracovnim materialu.

Geoboard si mohou déti samy vyrobit na hodinach pracovnich ¢innosti nebo doma. Vyhodou je,
ze podkladova deska nemusi mit nutné stejnou velikost, pro plynuly priibéh vyucovaci hodiny
je dulezity pouze stejny pocet kolickti na desce. N4$ pracovni materiél pracuje také s virtualni
verzi geoboardu, kterd umoziiuje zobrazovat riznd reseni na interaktivni tabuli.
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1.3 Prvni vyucovaci hodina

1) Seznameni se s pomutickou geoboard o rozméru 6 x 6 kolitka a jeji virtualni verzi na
interaktivni tabuli. Dtlezité je, aby Zaci dok&zali spravné ur¢it rozméry modelovanych
obrazct

; 1jednotka =1 dilek mezi koli¢ky.

Virtuélni verze geobordu byla vytvoiena jako staticky obrazek (obr. 1.1) v software GeoGebra
(GeoGebra, 2019).

€7 geoboard.ggb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

D[RR s olis) PN = Y

Obr. 1.1: VirtudlIni verze geobordu

Béhem celé hodiny budou Zaci pracovat ve skupinkach po 3-4 s dfevénym geoboardem.
Na interaktivni tabuli budou prubézné zakreslovat #eseni jednotlivych tloh, porovnavat je
s feSenimi ostatnich, obhajovat spravnost vlastnich fe$eni a diskutovat je, hledat (vechna)
dalsi feSeni. Pokud to umoziiuje zadani tlohy, mohou také ovétovat, Ze uz zadnéa dalsi fe$eni
neexistuji.

2) Modelace libovolného &tverce, obdélniku, obecného, rovnoramenného a pravoihlého
trojuhelniku, mnohouhelnikd, riznych sloZenych obrazcti (napt. domecek).

3) Modelace ¢tverce, obdélniku, trojihelniku podle danych rozmér.
4) Jak vypadéa obdélnik, jehoz:
e obvod je 12 jednotek;

e obvod je 8 jednotek;
e obvod je 9 jednotek;
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e obvod je 10 jednotek;
e obvod je 14 jednotek?

Najdi a vymodeluj vSechna mozna feSeni a dopoditej jejich obsah.

5) Na geoboardu najdi:
e (tverec s nejmens$im obvodem;
e (tverec s nejvétsim obvodem;
e obdélnik s nejmensim obvodem;
e obdélnik s nejvétsim obvodem,;
e co nejvétsi obdélnik se stranami lisicimi se o 2 jednotky;
e conejmensi obdélnik se stranami lisicimi se o 2 jednotky;
e co nejvétsi obdélnik se stranami lisicimi se o 3 jednotky;
e co nejmensi obdélnik se stranami lisicimi se o 3 jednotky;
e atd.

Nasleduji néktera teseni k bodu 2), viz obr. 1.2.

=} o =} o o o o o o o o o
o o =} o o o o o o o o o
nelze
o o (-] o o o o o k-] o o o
o o < o o . . o o . o
obecny rovnoramenny tupouhly rovnostranny
trojihelnik  °| | ¢ trojihelnik °  trojuhelnik ° trojthelnik °
o o o [+] +] o o o o +] ] o o o o =] +] o o o o o o o

Obr. 1.2: Nékterd tesenti tiloh z bodu 2) pro trojiihelniky

Poznamka: Castou chybou byva nespravné oznadeni trojuhelniku, ktery je druhy zleva na
obr. 1.2, jako rovnostranného.

Dale uvadime néktera reseni k uloham z bodu 3), viz obr. 1.3, a k tlohdm z bodu 4), viz obr.
1.4.

e °r ° ¢ pravoihly obdénik | | roynoramenny
°© o o < trojihelnik o o S€ > trojihelnik se >
s o Ctverec o ¢ Sodv&snami ., , Stranami zékladnou 2ja |,
, , Ostrané3j , . 2ja3] . . uzjelju ! vyikou 1 j

Obr. 1.3: Nékterd resent tiloh z bodu 3)
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o =} ] o =] =} o o =} =} o o o o o o o

o o o o o 0=12j o o o ] o o 00=9J o

o 0=12j ] o o o oo=8j o e © © © © o

- nelze

o o o o o S=8J o o ] o o o -] o o o

o S=5j2° o o o o o oS=3j2 o o o o o o o

o o o o o o o o o o o o o o o ] o o -] o o o

o o o o o ] o o ] o o o
0=10jo o ) o o o o o o o o l a o

o o o o o o o o o o o o o =] 0=14J'

1
«S=4j o 0=10j ° 0=14) ° o §=12f
=0 o ° o o o o o a o o o . | o °
=6 $=10j2
o o o o o o o o o - - — o o o o o o

Obr. 1.4: Nékterd resent tiloh z bodu 4)

Poznamka: V ptipadé obdélniku s obvodem 14 j v tloze 4) existuje je$té obdélnik velikosti
1x 6, ten lze v8ak umfistit aZ na geoboard o rozmérech alesponi 7 x 7 koli¢k.

Na obr. 1.5 je zachyceno te$eni uloh z bodu 5).

D o =} ] o o o =} o o
o =] o o o o =] o o o =] =] =} o o o
ctverec ° o o o o Etverec obdélnik o
bdélnik vatEi s nejvetsim
o snejmensim © o Obdélni o s nejvétsim obvodern o
s nejmensim obvodem
. obvodem | [, °M® o vesem | o o o o
obvodem
o o o o =] o o o o -] o o =]
_U_j (] o o a =] =] _61 o =] o o o o o
o L Ll o 4 o o o o o o o o o o o o =]
co nejvétsi . - co nejvétsi - =
° o ° co nejmensi ° -y » co nejmensi
obdélnik, o obdélnik, bdélnik
° o obdélnik, ° s obdelnik,
kde strany kde strany kde st
o g kde strany - . e strany
eseliSio2j o ° ] o selifio3j - 5 lisi 0 3 i
I seliSio2] L selisios]
o o o o - “ - o o o o o o o o o o

Obr. 1.5: Resent tiloh z bodu 5)

Shrnuti zku$enosti z prvni vyu¢ovaci hodiny:

e Pomticka zaky velmi zaujala

e Neékteti zaci méli problémy s uréenim délek stran - bylo potieba zdiiraznit, Ze to neni pocet
koli¢ktl na pfislusné strané, ale vzdalenost mezi krajnimi kolicky
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e Z&ci pracovali se zdjmem. Vét$inou nepocitali, ale zkougeli Fesit jednotlivé tikoly premisto-
vanim gumicek tak dlouho, dokud jim tloha nevysla

1.4 Druha vyucovaci hodina

1) Pokradovani prace s pomtickou geoboard. Pro systematicky zdznam te$eni tiloh je vhodné
zaktm ptipravit listy papiru s bodovou étvercovou siti. Do téchto listh mohou rychlejsi
Z4ci pfipadné zaznamendvat i fe$enf, ktera se na geoboard nevejdou.

2) Obvod obrazce je 12 jednotek. Vymodeluj véechna fegeni.
a) Maji tyto obrazce také shodné obsahy?
b) Lze vymodelovat jiny obrazec nez ¢tverec nebo obdélnik, ktery bude také mit obvod 12
jednotek?

3) Obsah obrazce je 12 j2 Vymodeluj véechna feseni.
a) Maji tyto obrazce také shodné obvody?
b) Lze vymodelovat jiny obrazec neZ ¢tverec nebo obdélnik, ktery bude také mit obsah 12 j2?

4) Vymodeluj obrazec, ktery méa ¢iselné stejny obvod i obsah.

Na obr. 1.6 jsou uvedena feseni tiloh z bodu 2).

o o o o o 0=12] o o b o o
oo=12j ] e o o o o b o o
o o o ° o S=8j2 ] o
° S=5f o o o o |0=12j :
! J s=9p
0:12j o o o o o o o o
° o o o o o o o o o .o c0=12j
o 5—712 0:12] 0=12j © o o o
o e o o S'=6'j2'n ° o o ‘S=7j2 o o o cS=5j2 °

Obr. 1.6: Resent tiloh z bodu 2) v druhé hodiné

Reseni tloh uvedenych v bodu 2):

a) Obrazce maji razné obsahy.

b) Ano, naptiklad pythagorejsky trojuhelnik (obr. 1.6 vpravo nahote) nebo rtzné pravodihlé
mnohouhelniky vzniklé ,prolamovanim roht“ ze ¢tverce ¢i obdélnikt (dolni fada na obr.
1.6).
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Poznamka: K uloze v ¢asti 2b) existuje vice neZ 20 feSeni. Jejich kompletni soupis a dalsi
podobné ulohy nabizi ptispévek (Samkové, 2017). Pokud Zaci neznaji pythagorejsky trojthel-
nik, je v uloze 2a) nejvétdim moZnym obsahem obrazce 9 j*a nejmensim moZnym obsahem
obrazce je 5 j% Pokud Z4ci pythagorejsky trojihelnik znaji, je také moZno ,prolamovat rohy*
z tohoto trojuhelniku - v takovém pripadé ziskame i obrazce s obsahy 4 j2 a 3 j2. Regeni je
podrobné diskutovano v prispévku (Samkova, 2017).

Na obr. 1.7 jsou uvedena Fe$eni dloh z bodu 3).

o -] =} o - - -

. s=12
ss12i 4 S=12 t o [} - | 0=16j

o 00=14j 3 o o X O=£Gj" o o (=] o

Obr. 1.7: Resent tiloh z bodu 3) v druhé hodiné

Reseni tloh uvedenych v bodu 3):

a) Obrazce maji razné obvody.

b) Ano, napiiklad obrazce vzniklé sjednocenim obdélniku, ¢tverct a trojihelniki (obr. 1.7,
druhy, tfeti a &tvrty obrazec zleva). Nékteré z obrazcti nemaji celo¢iselny obvod (napt.
étvrty obrazec zleva). Pravouhly trojuhelnik o obsahu 12 j? se na geoboard o velikosti 6 x 6
kolickt nevejde. Ten s nejkrat$i del$i odvésnou by meél odvésny o velikosti 4 j a 6 j, takze
by pro néj byl potieba geoboard o rozmérech alespoii 7 x 7 koli¢ki. Ctverec o strané V12 j
na geoboardu sestrojit nelze. Nékteré strany, jejichZ velikost je ddna odmocninou, lze na
geoboardu znazornit, ale na geoboardu o velikosti 6 x 6 koli¢k se jednd pouze o strany
o velikosti V2, V5, V8, V10, V13, V17, V18, V20, V26, V29, V32, V34, V41 a V50 jedno-
tek.

Na obr. 1.8 jsou uvedena fe$eni tulohy z bodu 4).

0=16j o o =] o o o o o o o o o
o o o ] 0=20j o o ] o o
S=1672 } o o §=20 0=18]j o 0=22j
—e o o o S=18j2 ° S=22j2 o

Obr. 1.8: Resent tiloh z bodu 4) v druhé hodiné
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Jediny ¢&tverec s ¢iselné stejnym obsahem a obvodem mé rozmeéry 4 x 4 (viz prvni obrazec
zleva na obr. 1.8). Nejmensi obdélnik s ¢iselné stejnym obsahem a obvodem mé rozméry
6 x 3, takZe na na$ geoboard se nevejde. Dal$i obrazce mtizeme ziskat ,prolamovanim roht*
z rtiznych ¢tvercti a obdélnikii (napt. druhy a tfeti obrazec zleva na obr. 1.8). Vyuzivame toho,
ze ,prolamovani roht“ neméni obvod, ale zmensuje obsah. Podobné lze vyuzit i ,prolamovani
dvojroh* (napt. étvrty obrazec zleva na obr. 1.8), které zvétSuje obvod a zmenguje obsah.

Shrnuti zku$enosti z druhé vyucovaci hodiny:

e Je mozné pouzit i se star§imi zaky jako opakovaci hodinu.

e Na druhé hodiné jiz vétsina zakt zvladala praci geoboardem pomérné rychle. Zamértili
jsme se proto na vice moznosti fe$eni a na kontrolu re$eni klasickym vypoctem.

1.5 Zavér

Predchozi text nabizi ndhled na mozné vyuZiti vyukové pomtcky geoboard v geometrii na
zékladni 8kole. Ulohy, které se s pomtickou ve t¥idach realizovaly, je moZné zaradit mezi tzv.
badatelské ¢i otevi‘ené tlohy (Samkova a kol., 2015) - jsou to tilohy prakticky zaloZeng, ¢asto
s vice moznymi postupy feSeni a vice spravnymi feSenimi. Poéty feseni takovych uloh &asto
zavisi na aktudlnich znalostech zakt. A tak ¢ast uvedenych vyukovych materialt, ziZzenou
pouze na obsah ¢&tverce a obdélnika, je mozné vyuzit i s mlad$imi zaky (Klhiafkova, 2016;
Cachova a kol., 2015), ¢ast rozsitenou o Pythagorovu vétu a odmocniny je mozné vyuZit i se
star$imi zaky (Zilkov4, 2010), naptiklad v rdmci vyu€ovaci hodiny na téma Pythagorovy véty,
nebo opakovaci hodiny na téma délka tisecky, obvod, obsah. V roz$ifené varianté pro starsi
zéky maji nékteré ulohy vice feSeni nez v ptivodni varianté, tato feeni jsou v poznamkach
také stru¢né okomentovana. Perspektivu nap#i¢ ro¢niky nabizi piispévek (Samkova, 2017),
ktery resi velice podobné zadané matematické tilohy, jen jako vyukovou pomticku nevyuziva
geoboard, nybrz sadu paratek.
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Summary

The text introduces a plan of two mathematics lessons focusing on metrical attributes of
triangles and rectangles and figures composed of them, emphasized via an educational tool
called geoboard. It shows assignments and samples of correct solutions, accompanied by
comments useful for a teacher who considers to use the materials on their teaching. The
metrical attributes in focus are area and circumference, while the topic of circumference is
differentiated with respect to actual knowledge of students (whether they know or do not
know the Pythagorean theorem).

The learning materials were initially prepared for 11 to 12 year old students (the part without
the Pythagorean theorem), however older students might use them as motivational material
on the Pythagorean theorem, or as a revision material on circumferences and areas. The more
general focus of the material is directed towards solving problems with multiple solutions
and problems with multiple solution methods as well as existential problems. The material
supports manipulative activities, connects school mathematics to everyday contexts, helps
to strengthen interdisciplinarity.

The list of classroom activities is accompanied by links to other learning materials dealing
with the same of similar topics.

The two mathematics lessons could be preceded by two technical education lessons where
students might make their own specimens of the tool.
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2. Povrch a objem valce a kuzele

Nada Vondrovd, Stépdnka Kartkovd

Abstrakt:

Kapitola obsahuje navrh, jak 1ze podnétnym zptisobem zavést vztahy pro povrch a objem
vélce a kuzele. Mira v geometrii patii mezi kritickd mista matematiky, pticemz jeji dobré
pochopeni je nezbytné nejen pro dalsi studium, ale i pro prakticky zivot. PfedloZzené naméty
jsou zaloZeny na vlastnim zkoumani zakt prostiednictvim ukoll a uloh. V kapitole jsou
popsany tkoly, které tvoii na sebe navazujici sérii zatazenou vzdy do ti* vyucovacich hodin
a vedou k odhaleni zkoumanych vztaht. U kazdého z nich jsou podany komentate vzeslé
z vyuky s jednou tfidou zakt sekundy $estiletého gymnéazia. Postup je vSak pouzitelny i na
zékladni skole. Kapitola se zaméfuje na proces objevu vztahti pro objem a povrch obou téles,
stranou ztstavaji ulohy potiebné k upevnéni poznatkt. Vychazime z toho, Ze tyto tlohy jsou
soucasti béZzné pouzivanych ucebnic. Teoretické zdtivodnéni ptedlozeného popisu vyuky lze
najit v knize Vondrova et al. (2015) ¢i Janda a Vondrova (2019).

Kli¢ova slova:
mira v geometrii, povrch, objem, valec, kuzel

Abstract:

The chapter consists of a proposal of a motivating way of introducing relationships for the
surface area and volume of a cylinder and a cone. Measure in geometry belongs to critical
places in mathematics, however, its good understanding is necessary not only for further
study but for everyday life, too. The suggested procedures are based on pupils’ own experi-
menting via tasks and problems. The chapter includes the description of tasks which make
a related sequence within three lessons and which lead to the discovery of the relationships
in question. Each task is augmented with comments originating from a teaching experiment
with one class of the second grade from a six-year secondary grammar school. The procedure
can also be used in a primary school. The chapter focuses on the process of discovery of rela-
tionships for the volume and surface area of the two solids, leaving aside tasks necessary for
the consolidation of knowledge. We suppose that such tasks are available in commonly used
mathematics textbooks. The theoretical justification of the described teaching procedure
can be found in the book Vondrova et al. (2015) or Janda and Vondrova (2019).

Keywords:
measure in geometry, surface area, volume, cylinder, cone
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2.1 Povrch a objem valce

Roé¢nik: sekunda $estiletého gymnazia (9. ro¢nik ZS)

Cil: Zaci vyvodi zptisob vypod&tu povrchu a objemu vélce. Porozumi jeho podstaté a budou
schopni ho zapsat pomoci algebraického vzorce. Zaci naértnou vélec ve volném rovnob&Zném
promitani a narysuji jeho sit.

Rozsah: tfi vyuéovaci hodiny

Z4ci jiz znaji pojmy hranol a jehlan, podstava, vyska a sit hranolu a jehlanu, kruh, kruZnice,
obvod a obsah kruhu. Uméji vypocitat s porozuménim objem a povrch hranolt a jehlanti
riznych tvart. Zaci nachézeji riizné typy hranolii a jehlanti okolo sebe a vyuZivaji poznatku
z hodin matematiky v redlném svété. TotéZ se tyka vypocétu obvodu a obsahu kruhu.

Pti realizaci niZe uvedenych tif vyuovacich hodin bylo ve t¥idé 25 a% 27 zaka. Zaci praco-
vali ve dvojicich (p#i lichém poétu zakt byla jedna trojice) a te$ili ukoly, které postupné
dostavali vytisténé na papite (hodina 1) ¢i najednou na jednom listu (hodina 3). Po splnéni
ptedchoziho tkolu dostali dalsi. Uéitelka chodila mezi skupinami, sledovala, jak pracuji,
a podle potteby odpovidala na otazky s tim, Ze se snazila do objevitelského procesu zakt
prilis nezasahovat.

2.1.1 Hodina 1: Oblec¢ valec

Utitelka ve spolupraci s Zaky pfedem ptipravila rizné predméty valcového tvaru (krabicky,
plechovky, hrnky apod.), ntizky, pravitko, kruzitko, dratény model valce, papiry, étvrtky, izo-
lepu, lepidlo, tuzky, $pejle, riazné velké obdélniky (a étverec) z tvrdého papiru.

Cilem prvniho tkolu je, aby si Zaci jednak uvédomili, jak vznikda rota¢ni valec, a jednak to, Ze
prevrati-li vystfizeny obdélnik, ktery se pak otac¢i kolem druhé své strany, nevznikne vélec
o stejném objemu.

Ukol 1: Prilepte vysttiZzeny obdélnik ke $pejli a rotaci vymodelujte vélec. Pak k jedné strané
obdélnika ptilepte $pejli a ke druhé oby¢ejnou tuzku. Tuzkou zakreslete na papir tvar pod-

stavy valce.

Tento ukol neé¢inil Zaktim Zadné problémy (viz obr. 2.1).
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Obr. 2.1: Modelovdn{ rotacntho vdlce a jeho podstavy

Otazka 1a: Kdyz k pokusu pouZijete zbyvajici dvé rovnobézné strany obdélnika, dostanete
stejny valec?

Z4ci spravné poznali, Ze v tom pripadé nepiijde o stejné valce, protoZe se budou lisit ve veli-
kosti podstavy a vy$ce. Nékteti se ptali, zda budou mit oba vélce stejny objem; dostali p#islib,
7e na tuto otazku si odpovime pozdéji (coz se stalo ve 4. hoding pii upeviiovani poznatkii).

Otazka 1b: Jaké rozméry musi mit obdélnik, aby vymodelované valce byly stejné, i kdyz
vyménime stranu, kolem které ota¢ime?

Z4ci sami ptisli na to, Ze to musi byt &tverec.
Otazka 1c: Proc¢ valci fikdme rota¢ni? Existuji jesté néjaké jiné?

Nejdtive muselo byt vysvétleno slovo rotace (otac¢eni). Nasledné ptisli Z4ci sami na vysvétlent,
pro¢ je vélec rota¢ni. Zdky nenapadlo, Ze existuji i jiné vélce neZ rota¢ni. Utitelka je na to
musela navést, ale nakonec sami uvedli piiklady kosych valcti i valcd, jejichZ podstavou neni
kruh, které znali ze svého okoli (napiiklad - zabradli, drbatko pro koc¢ky, vaza apod.). Kosy
valec si na popud u¢itelky vymodelovali pomoci dvou shodnych kruhti a $pejli (viz obr. 2.2).

Obr. 2.2: Modelovdni kosého vdlce
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Otazka 1d: Vystiihnéte z tvrdého papiru obdélnik, jehoZ rotaci vznikne vélec tvaru rolicky
od WC papiru.

Nekteti studenti vystiihli osovy fez valce, jini jeho polovinu. Na popud ugitelky si vysvétlili
rozdily mezi jejich volbou (valec vznikne rotaci o 180°, resp. 360°).

Cilem druhého tkolu bylo, aby Z4ci sami ziskali vhled do toho, jak vypada sit valce. Ukol
byl zdmérné formulovan neptesné, protoze zaci méli sami p#ijit na to, Ze plastém véalce je
obdélnik a siti tento obdélnik a dva kruhy.

Ukol 2: Vysttihnéte z papiru ,obletek” presné na miru pro vélec v samostatnych ,dilech*.

Plivodni myslenka byla, Ze kazdy zak bude oblékat jiny valec a svou préci si pak porovnaji.
Z tasovych davodt v8ak kazda dvojice/trojice ,oblékala“ jen jeden véalec - rulicku od WC
papiru (viz obr. 2.3). Z4ci zpravidla jednoduge obkreslili podstavu a nakreslili si obdélnik
o rtzné §iice. Tu pak upravili zastihnutim, zahnutim nebo slepenim pi‘es sebe.

Obr. 2.3: ,0blékdni* vdlce

Cilem tretiho ukolu bylo, aby Z&ci pomoci vlastni experimentalni ¢innosti ptisli na klicovy
poznatek - souvislost mezi obvodem kruhu podstavy a délkou delsi strany obdélniku (plas-
té).

Ukol 3: Otacejte jednim kruhem (podstavou) tak, abyste porovnali jeho obvod a délku del$i
strany obdélniku.

Vétsina skupin kruhem ,nekutélela” (viz obr. 2.4), ale prosté slozila ,oblecek” a vidéla, ze

velikost strany obdélniku odpovida délce kruznice. Nékteti Zaci na to ptisli zcela sami (néktet
to védéli ptedem), jini potiebovali pomoc ugitelky.
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Obr. 2.4: Zjistovdni souvislosti mezi obvodem kruhu a jednim rozmérem pldsté

Ukol 4: Naértnéte (narysujte) sit valce do sesitu. MaZete si nalepit sit vytvorenou v pred-
chozim dkolu.

Vétsina zakt doslova oblepila rulicku od WC papiru, tedy netvotila samostatny vélec, takze se
sit jejich valce nedala nalepit do se$itu. Museli ji tudiZ vytvotit znovu, nebo sit do se$itu nar-
ysovat. Nékteti tento tikol v dané hodiné nestihli a dostali jeho doplnéni za doméaci ikol.

Cilem dalsiho tkolu bylo nechat zaky, aby sami vymysleli mys$lenku vypoc¢tu s namétenymi
rozméry. Zobecnéni do podoby vzorce pro vypocet povrchu vélce bylo planovano spole¢né
s utitelkou.

Ukol 5: Odvodte, jak budeme zjitovat povrch valce.

Z4ci na zékladé vysledka predchozich tikolf zjistili, Ze povrchem vélce bude soudet obsahu
plaste (obdélnik) a obou podstav (kruhy), i kdyZ ¢as na piesné zavedeni téchto pojmt byl az
v nasledujici hodiné.

Vzorec byl s pomoci vyuéujici v zavéru hodiny odvozen nejprve v podobé S = 2nr? + 2nro
anasledneé po vytknuti v podobé S = 2nr(r + v), kde ,r"je polomér podstavy valce a ,v”je vy$ka
vélce. Prvni podoba vzorce md tu vyhodu, Ze je z ni dobte vidét, jak vznikl a jak se povrch
vélce zjistuje - ikoly zadané v hodiné k této podobé vzorce pfimo vedly a na$ piedpoklad
byl, Ze Zaci diky tomu nebudou vzorec uchopovat jen pamétné (protoze do néj maji patfiény
vhled). U druhého vzorce je proces jeho vzniku skryt a je zde nebezpeti, Ze se ho Zz4ci budou
ucit nazpamét.

Experimentdlni prace zakt byla naru$ovana tim, Ze nékteii matematicky zdatnéjsi zaci sice

okam?it& védéli, jaky bude vysledek, méli oviem problém s vlastni realizaci (tvorbou fyzického
modelu). Nastésti byli na zadost utitelky disciplinovani, zachovali ml¢enlivost a nechali ostat-
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ni objevovat. Na zavér jesté dodame, Ze je mozné, Ze ve tiidé zakladni $koly by Zaci jesté pied
abstraktnim vzorcem potiebovali mezistupenl v podobé konkrétniho ¢iselného vypoctu.

2.1.2 Hodina 2: Upeviiovani poznatku

V této hodiné zaci rysovali sité valct, nacértavali valce ve volném rovnobézném promitani
a vyznacovali jejich rozméry. Také byly zavedeny pojmy vyska, polomér, primér, strana
a osovy Fez valce. Zaci fesili jednoduché tilohy na vypoéet povrchu vélce.

2.1.3 Hodina 3: Napln valec

Utitelka ve spolupraci s Zaky ptipravila odmérné valce rtizného tvaru a objemu (viz obr. 2.5),
nadoby valcového tvaru, vodu (a utérky), $peijle, izolepy, oby¢ejné tuzky, pravitka a kruZitka,
ruli¢ky od WC papiru (mozno nahradit papirovymi valci) a dratény model valce.

Vzhledem k naroc¢nosti ukoli co do praktické realizovatelnosti (prace s vodou), byla tato
hodina ptivodné planovana na cvi¢eni z matematiky, tedy na ptalenou hodinu matematiky;,
které jsou na gymnéaziu, kde byla vyuka realizovana, jednou tydné. BohuZzel z organiza¢nich
dtawvodt to nebylo mozné, proto byla vyuka operativné modifikovana pro celou ti+idu.

Cilem prvniho tikolu bylo, aby Zaci pomoci praktické ¢innosti zjistili vztah mezi vy$kou
a polomérem podstavy valce pti stejném objemu.

Ukol 1: Naberte do odmérného valce 100 ml vody a prelejte toto mno#stvi do jiného valce.
Jak se méni vyska hladiny? Najdete souvislost?

Jedna dvojice zakt pfedem pripravila do odmérnych vélct a kddinek 100 ml vody, zatimco
ostatni zaci pracovali na tkolech 2 az 6. Nésledné Z4ci ve tidé sami, bez pomoci uéitelky, na
zékladé ptripravenych odmeérnych valct a kddinek objevili vztah mezi vy$kou a polomérem
podstavy vélce pii stejném objemu.

Obr. 2.5: Odmérné vdlce na experimentovdni{
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Cilem druhé tkolu bylo, aby Zaci prakticky zjistili, jak mohou najit objem nadoby pomoci
odmérnych vélcd, a aby zjistili objem vélce, ktery u pozdéjsiho ukolu poéitali podle odvoze-
ného vzorce.

Ukol 2: Vyberte vhodny odmérny vélec, pomoci kterého zmérite objem dané plechovky. Ktery
vélec jste vybrali a pro¢? Ktery je naopak nevhodny a pro¢?

P#i méteni objemu plechovek se vysttidalo asi sedm dvojic, nastésti vice zakt zajem o pie-
lévani vody nemélo (to by se jiZz v hodiné nestihlo). U umyvadla byly vZdy ptitomny nejvyse
dvé dvojice najednou, ostatni dvojice pracovaly na tkolech 3 az 6. Zajimavé bylo sledovat,
ze prvni dvojice nalévaly z kohoutku vodu do kddinek a odmérnych valct a ptelévaly ji do
plechovky (obr. 2.6 vlevo). Potom jedna dvojice zvolila opa¢ny postup - Zaci nalili vodu do
plechovky a pielévali ji do odmérnych valct (obr. 2.6 vpravo). Tento postup zopakovaly
i nasledujici dvojice. Pfi zavéretné diskusi vyhodnotili Zaci druhy postup jako snadnéjsi
améneé pracny. Vysledky méieni zaci zapisovali na odvracenou ¢ast tabule tak, aby to ostatni
nevidéli i s jednotkami (ml).

Dalsi ukoly jiz plnily dvojice zakt pribézné v lavici s tim, Ze zdjemci se stiidali u plnéni
tkolu 2 u umyvadla.

Cilem tietiho ukolu bylo, aby si zaci uvédomili, jaky vztah ma vyska valce k objemu a povr-
chu vélce.

N

Obr. 2.6: Mérent objemu plechovky prelévdnim vody

Ukol 3: Vezméte rolicku od WC papiru a papirové modely valce a rozstithejte je priéné na 4
stejné valce. Kolikrat vétsi objem meél ptivodni vélec oproti ziskanym mens$im valctim? A jak
je tomu u povrchu?

Ukol se zaktim podatilo splnit. Uvédomili si, Ze zatimco objem ptivodniho valce je 4krat vét-

81, pro povrch to neplati, a to kviili podstavam. Zjistili také, Ze pokud bychom uvazovali jen
obsah plasté, ten je také ¢tyfnasobny.
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Cilem dalsiho tkolu bylo odvodit, jak vypocitat objem vélce. Cilené p#i tom byla navozena
piedstava hranolu a jeho objemu (tedy ,obsah podstavy krat vyska“: V= Sp - v).

Ukol 4: Pripometite si hranoly, jak jsme poéitali jejich objem? A jak to bude u vélce? Pred-
stavte si kvadr, pravidelny $estiboky hranol, resp. osmiboky, dvanactiboky, ¢tytiadvaciti

boky a az ,hodné” boky hranol. Co kdyZ bude mit podstava hranolu tolik hran, Ze se hranol
tvarem priblizi valci?

Vymysleni toho, jak se poc&ita objem valce, zvladli v§ichni zaci. Opét doslo k tomu, Ze nékteii
vzorec jiz znali (ve t¥dé je nékolik zaku, kteti se pravidelné pripravuji na matematickou
olympiadu ¢&i sleduji videa typu Khanova matematika), jini ho na misté vymysleli a jen jedné
dvojici bylo nutné pomoci (vyvolanim ptedstavy hranold, jejichZ podstavy jsou pravidelné
n-thelniky). Ukéazalo se, Ze Zaci méli dobrou piedstavu objemu hranolt, kterd se u tohoto
tkolu zuroéila.

Naésledujici kol navazoval na ptedchozi s tim, Ze Zaci méli zptisob vypoctu objemu vélce
verbalizovat.

Ukol 5: Pokuste se svymi slovy popsat, jak byste poéitali objem valce. Spole¢né odvodime
i vzorec, ktery tento postup popisuje.

Ani zde nebyla pomoc vyucujici nutnd, algebraické vyjadreni vzorce ve tvaru V = nrév, kde ,r’
je polomér podstavy valce a ,v”je vyska valce, zvladli Zaci sami. Matematicky zdatnéjsi zaci
ostatnim vysvétlili, jak ke vzorci dosli.

Cilem posledniho ukolu bylo na konkrétnim vypoctu zjistit, do jaké miry Zaci vypocet objemu
véalce uchopili. Soutasné tento ukol odkazuje i na tikol 2 - zadkam se ukaze souvislost mezi
zjistovanim objemu v litrech a v krychlovych jednotkach.

Ukol 6: Zmétte plechovku z 2. ikolu a vypoététe jeji objem.

Z4ci méli k dispozici dva druhy rtizné velkych plechovek od kompotu. Vysledky vypoéta Zaci
zaznamenali na odvracenou ¢ast tabule i s jednotkami (cm?).

Ttida spoleéné s ucitelkou nejprve zhodnotila vysledky vypoétti objemit plechovek na tabuli.
Z4ci se domluvili na stejnych jednotkach (pti prelévani uvadéli Zaci vysledky v ml a u méie-
ni a vypottu v cm?). Vysledky byly rozmanité. U velké plechovky (o objemu cca 850 ml) se
objevily vysledky cca od 690 do 990 ml. U malé plechovky (o objemu cca 450 ml) se vysledky
pohybovaly cca od 350 do 600 ml. T¥ida se shodla, Ze jde o nepiesnosti, které zptisobil ,lidsky
faktor“ a 7e je tieba davat si pii méieni velky pozor (naptiklad, aZ budou nékdy pocitat, jak
velky sud na de$tovou vodu nebo zahradni bazén budou potiebovat).

V nésledujicich hodinach zAci fesili rozmanité tilohy na povrch a objem valce.
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2.2 Povrch a objem kuZele

Roé¢nik: sekunda $estiletého gymnazia (9. ro¢nik ZS)

Cil: Podobné jako u valce Zaci vyvodi zptisob vypoctu povrchu a objemu kuzele. Porozumi
jeho podstaté a budou schopni ho zapsat pomoci algebraického vzorce. Zaci naértnou kuzel
ve volném rovnobéZzném promitani a jeho sit.

Rozsah: tfi vyuéovaci hodiny

Z4ci jiz znaji vypodet obsahu kruhu a kruhové vyseée a délky kruznice, povrchu a objemu
hranolf, vélce a jehlant a Pythagorovu vétu. Ukoly navazuji na predchozi téma Povrch
a objem vélce.

Podobné jako u hodin tykajicich se valce pti realizaci nize uvedenych tii vyu¢ovacich hodin
bylo ve tidé 25 az 27 zaki. Zaci pracovali ve dvojicich (p¥i lichém poé&tu Zzakt byla jedna tro-
jice) a postupné Fesili ukoly, které jim uéitel (povrch a objem kuzele uéil student pedagogické
fakulty v ramci své praxe) postupné zobrazoval na powerpointové prezentaci. MoZna to byl
davod, pro¢ se oproti piedchozimu tématu (valec) 1épe datilo délat postupnd shrnuti zavéra
z jednotlivych tkolt. Na druhé strané se ukazalo, Ze kvtili tomuto postupu bylo titeba praci
nékterych skupin urychlovat (rychlej$i skupiny poméhaly tém pomalej$im).

2.2.1 Hodina 1: Obleé¢ kuzel

Utitel (kterym byl v tomto piipadé student ucitelstvi, ktery na $kole pravé konal praxi) ve
spolupraci s zadky ptredem ptripravil ntzky, pravitko, kruzitko, papiry, ¢tvrtky, izolepu, lepidlo,
tuzky, $pejle, tvrdy papir, plechovky riazného objemu a rtizné modely kuZzela.

Cilem prvniho tkolu bylo, aby si zaci uvédomili, jak vznikne kuzel jako rota¢ni téleso. Podob-
né jako u valce maji zkoumat, jak ovliviiuje trojuhelnik, ktery rotuje kolem osy, velikost
objemu.

Ukol 1: Prilepte $pejli ke strané vysttiZzeného trojuhelnika a ota¢enim 3pejle zkuste vymo-
delovat kuzel. Vyzkous$ejte postupné se dvéma trojihelniky a rotujte kolem rtiznych stran
trojuhelnika.

1la) Rotaci kterého trojuhelniku vznikne rota¢ni kuzel? Rotaci kolem které strany?

1b) Mohou rotaci stejného trojuhelniku vzniknout riizné kuzely?

1c) Mutize rota¢éni kuzel vzniknout i jinou rotaci nez kolem strany trojuhelnika (neboli jinym
ptilepenim 3pejle k trojuhelniku)?

KaZzda dvojice zakt dostala nékolik ptedem piipravenych trojihelnikii (pravouhlé, ostrotihlé
a pravouhlé) a $pejle. Dalsi pomutcky méli vétsinou vlastni.
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Z4ci neméli s tikolem vesmés potiZe, protoZe jsme piimo navazovali na praci s rotaénim val-
cem. Obr. 2.7 ilustruje jejich praci. Zajimavé situace nastala u jedné skupiny, ktera se snazila
zjednodusit si praci. Zaci pouZili oba trojuhelniky naraz (obr. 2.7 vpravo).

Obr. 2.7: Modelovdni rotacntho kuZele

Z&ci vyloudili ostrouhly trojuhelnik, z ného rota¢ni kuzel nevznikne (tikol 1a). Po zkusenosti
s valcem Z4aci nezavahali a zvolili pravouhly trojihelnik a jednu z jeho odvésen jako odpoved
pro ukol 1b. Néasledné odhadli, Ze pouZzitim druhé odvésny vznikne jiny kuzel a pouzitim pie-
pony kuzel nevznikne. U tkolu 1c Zaci nejprve navrhli rovnostranny trojuhelnik, nasledné
odhalili i rovnoramenny. Vétsiné bylo jasné, Ze ptijde o rotaci o 180°.

Cilem druhého a tretiho ukolu bylo, aby Zaci sami zjistili, jak vypada sit kuZzele.

Ukol 2: Zkuste vymyslet, jak vypada sit kuZele. Co tvofi jeho podstavu a jaké ma rozméry?
Co tvoii plast?

Jednim z prvnich tipt na plast, ktery zaci navrhli, byl trojuhelnik. Pomérné rychle v8ak zjistili,
Ze tomu tak neni. Pivodni pfedstavu nésledné upravili na kruhovou vyseé. Chvili trvalo, nez
vétsina dvojic ptisla na to, Ze nemohou volit libovolnou podstavuy, ale je nutné velikost kruhu
ptizplisobit kruhové vyseci tvorici plast.

Ukol 3: Ovéite sviij napad na plast jeho vysttizenim a sloZenim z papiru. Jaké jsou rozméry
plaste?

Préaci 74k ilustruje obr. 2.8. Vznikaly viak i nespravné modely (obr. 2.9). Nékteti Zaci méli
tendenci vyznacovat na télese hrany.
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Obr. 2.8: Hleddni pldsté kuZele

Obr. 2.9: ObtiZe pri modelovdni pldsté kuZele

Ziskané poznatky tiida spolu s u¢itelem shrnula na tabuli (obr. 2.10). Na nakresu byla vyzna-
¢ena strana kuZele, polomér, vy$ka a osovy fez. Zaci si kuzel zakreslili do sesitil a zapsali
si nové pojmy.

Obr. 2.10: Ndkres kuZele na tabuli s vyznacenim vyznaénych proki
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Ukol 4: Zjistéte, jak se bude poéitat povrch kuZele.

Ukazalo se, Ze odvozeni vypocétu obsahu plaste (tedy Spl = nirs) bylo pro vétsinu zakt sekundy
prili§ obtizné. Velky podil pfi odvozovani vzorce meéli dva nejzdatnéjsi matematici ve tride,
ktefi nasledné ostatnim vysvétlili, jak to udélali. Nadpovédu na tabuli psala a kreslila ucitelka,
odvozeni psali Zaci. Na obr. 2.11 je rekonstrukce celého procesu porizena aZ nasledné (prace
74kt nebyla bohuzel vyfotografovana).

Obr. 2.11: Zdpis odvozeni obsahu kruhové vysece (pldsté kuzele) a vzorce pro povrch kuzele

Domnivame se, Ze i pfesto, Ze samostatné odvozeni vzorce bylo pro vétsinu zakt piilis
obtizné, ma smysl se o toto odvozeni pokouset. Tento proces totiZ posiluje dojem, Ze vzorce
v matematice maji své zdtivodnéni a vyplyvaji z dals$ich matematickych poznatk?.

Zatimco povrch valce byl odvozen zaky celkem bez problémt, u povrchu vélce byla situace
pracovat jesté se vztahy pro kruhovou vyseé, uvédomit si, Ze ,s‘ je vlastné také polomér kru-
hu, kombinovat vzorce dohromady apod. Z hlediska didaktického doslo ke zméné zptisobu
prace, kdy hral vétsi roli u¢itel a dva Zaci zdatni matematici, ostatni se snazili jejich vysvét-
leni pochopit. Jejich podil na objevu byl tak mensi nez v ptipadé valce. Pokud by bylo mozné
vénovat celé problematice vice ¢asu, bylo by zfejmé mozné dovést k objevu vice zaki.

Paty tkol zadal uditel jen ustné. Jeho cilem bylo, aby si zaci uvédomili, jak vznikne rovno-
stranny kuZzel a jaké m4 vlastnosti.

Ukol 5: Vystrihnéte z papiru piilkruh a slepte plast kuZele. Najdéte vlastnosti takového
kuzelu.
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Ukolem zaku bylo zjistit, Ze se jedna o rovnostranny kuZel, kde strana se rovna praméru.
Ukazalo se v$ak, Ze zaci méli tendence vlastnosti rovnostranného kuzele zobectovat na libo-
volny kuZzel. Proto by bylo vhodnéjsi tento tikol zadat aZ poté, kdy si Zaci poznatky o kuzeli
vice upevni.

2.2.2 Hodina 2: Upeviiovani poznatka

Ve druhé hodiné z4ci rysovali sit kuZzele, coz se ukazalo jako pomérné naro¢né. Dale nacrta-
vali kuZzel ve volném rovnobézném promitani a vyznacovali jeho rozméry. Byly zavedeny
pojmy vy$ka, polomér, primér, strana a osovy rez kuzele. Zaci vyuzili Pythagorovu vétu pro
odvozeni vztahu mezi polomérem, vyskou a stranou kuzele. Nasledné Z4ci esili jednoduché
ulohy na vypocet povrchu kuzele.

2.2.3 Hodina 3: Napli kuzel

Podobné jako u vélce ucitelka ve spolupraci s zaky ptripravila pomtcky - ntizky, pravitko,
kruzitko, papiry, ¢tvrtky, izolepu, lepidlo tuzky, $pejle, tvrdy papir, valcové plechovky rtizného
objemu, igelitové (mikrotenové) sacky, rizné modely kuzelt.

Vyuka tentokrat probihala v ptilené hodiné matematiky, organiza¢né byla tedy jednodussi
nez hodina, kde se pracovalo s valcem.

Cilem prvniho tkolu bylo ziskat vhled do vzadjemného vztahu objemt mezi kuzelem a valcem,
které maji stejny polomeér podstavy a stejnou vysku.

Ukol 1: Vezméte plechovku od kompotu tvaru vélce. Z tvrdého papiru vytvoite kuZel (sta&i
plast) stejné vysky a polomeéru, jako ma vélec. Do vzniklého kornoutu vloZte igelitovy sacek,
naplitte vodou a nékolikrat pielijte do plechovky. Kolik kuZzela se veslo do valce se stejnou
vyskou a polomérem?

Jak jiz bylo fe¢eno, vyuka probihala ve dvou hodinach, vzdy s polovinou tfidy. Mezi praci
prvni skupiny a druhé skupiny byl rozdil. Vice nez polovina zakd druhé skupiny nedokézala
slepit kuzel. Uk&zalo se tedy, Ze jednorazova zkusenost se siti kuzele v prvni hodiné témto
zéktm nestacila k tomu, aby si vytvotili dobrou predstavu. Nedokézali si obkreslit podstavu
kuzele a k ni vytvorit plast, tedy dopocitat potiebné tidaje a narysovat plast. Nékteré dvojice
kuzel pro zZaky narotnéjsi téleso na piedstavu. Nemaji s nim (a s rozvijenim tohoto télesa do
sit&) ziejmé tolik zkuSenosti z béZného Zivota jako s valcem. Praci z4ku ilustruje obr. 2.12.
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Obr. 2.12: Priprava pomticek pro odhaleni vztahu mezi objemem kuZele a prislusného vdlce

Na obr. 2.13 je vidét, jak Z4ci prelévali vodu. Zaci se zd4li vesmés aktivitou zaujati. Bylo vidét,
ze dokazali vyuzit zkuSenosti ziskané v podobné vedené hodiné tykajici se objemu vélce.

Obr. 2.13: Zjistovdn{ vztahu mezi objemem kuZele a prislusného vdlce

Odhady, které zaci ¢inili ohledné vztahu objemt obou téles, se 1isily. Nap#. Adam odhadoval,
Ze se voda z kuZele vejde do vélce dvakrat. Jakub, ktery s nim byl ve dvojici, nesouhlasil
a myslel, ze ,celé dva kuzely se tam nevejdou”.

Nakonec véechny skupiny dogly k zavéru, Ze vysledek je tiikrat. Zaci to experimentéalné
vyvodili (diky vyuce v ptilené tiidé se stadili vystiidat u umyvadla v8ichni) a néktet{ ve druhé

skupineé si vzpomnéli na jehlany a jiz na zac¢atku provedli spravny odhad.

Cilem druhého tkolu bylo, aby Zaci na zédkladé odhadti a analogie s jehlanem zjistili, jak se
objem kuZele vypocitd, a tuto skute¢nost dokéazali zapsat algebraicky.

Ukol 2: Vypotitejte skuteény objem kuZelu a nasledné odvodte vzorec.
Pro ucitelku prekvapivé si vice studentti druhé skupiny jesté pred experimentem vybavilo

jehlany a vypocet jejich objemu jako 1/3 objemu piislu§ného hranolu. Vzorec pro objem kuzele
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ve druhé skupiné odvodila a ostatnim vysvétlila matematicky nejzdatnéjsi dvojice. V prvni
skupiné toto vysvétleni a odvozeni vzorce probéhlo ve spolupraci s vyucéujici.

V prvnim ukolu Z4ci zjistili, Ze objem kuZele odpovida 1/3 objemu valce se stejnou podstavou
a vyskou. Odvozeni vzorce V = é nr?v i na zakladé znalosti objemu jehlanu V = % S,v pak byla
jiz malickost.

Na zavér hodiny si Z4ci do se$itti nacrtli kuZel, vyznacili r (polomér), s (stranu), v (vysku)
a zapsali odvozeny vzorec pro vypocet objemu kuzele: V = % nrév.

V nésledujicich nékolika hodinach probéhlo upeviiovani a procvi¢ovani uciva.

Teprve dodate¢né nés napadlo, Ze by bylo vhodné spojit pfedstavu decilitru s objemem zkou-
maného kuzele, ktery byl ptiblizné 2 dl. Pokud by byla k dispozici sklenice na $ampariské,
ktera ma tvar kuzele, mohli by Zaci dany objem vidét ndzorné.

2.3 Zaveér

Pristup k mife v geometrii, ktery byl v kapitole piedloZen na prikladu povrchu a objemu vélce
a kuzele, vychdzi z toho, Ze pro dobré pochopeni zaku je vhodné, aby na vztahy ptrichazeli
sami na zdkladé vlastniho feSeni tloh. Uchopeni vztaht prostiednictvim vzorce, tedy pouZiti
jazyka algebry, ptedstavuje nejabstraktnéjsi fazi pojmotvorného procesu miry v geometrii
(Vondrova et al., 2015). Popsany zptisob by mél dat Zakiim moznost vytvorit si dobrou pted-
stavu o tom, jak vzorce vzniknou a co znamenaji, a vyhnout se tak formalnimu poznéani ve
smyslu teorie generickych modelti (Hejny, Kutina, 2009).

I kdyZ se ne v8e v popsané vyuce podatilo podle na$ich ptedstav (vy$e navrhujeme, jak by
se ukoly daly pozménit), vétime, Ze piedloZeny zptisob mtize fungovat jako odrazovy mistek
pro ty z uéiteld, kteti u svych zakt usiluji o hlubsi pochopeni mite v geometrii. Inspirativni
pro né miiZe byt i popis obtiZi, které se u Zak objevily.
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Summary

The chapter consists of a proposal of a motivating way of introducing relationships for the
surface area and volume of a cylinder and a cone. Measure in geometry belongs to critical
places in mathematics, however, its good understanding is necessary not only for further study
but for everyday life, too. The suggested procedures are based on pupils’ own experimenting
via tasks and problems (for example, rotating a rectangle to make a cylinder and rotating
a triangle to make a cone, making models and nets of a cylinder and a cone, filling models
of solids with water to approximate their volume). The chapter includes the description of
tasks which make a related sequence within three lessons and which lead to the discovery
of the relationships in question. Each task is augmented with comments originating from
a teaching experiment with one class of the second grade from a six-year secondary gram-
mar school. The procedure can also be used in a primary school. The chapter focuses on the
process of discovery of relationships for the volume and surface area of the two solids, leav-
ing aside tasks necessary for the consolidation of knowledge. We suppose that such tasks
are available in commonly used mathematics textbooks. The theoretical justification of the
described teaching procedure can be found in the book Vondrova et al. (2015) or Janda and
Vondrova (2019).
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3. Pythagorova véta
Danila Bimouvd, Jit1 Brehovsky

Abstrakt:

Hlavnim cilem dokumentu je nastinit moznost odvozeni Pythagorovy véty induktivni meto-
dou, tj. ptesnéji fe¢eno metodou, ktera je zaloZena na poznani vychazejicim z empiricky
zjisténych fakt a skuteénosti a nasledné vedoucim k vysloveni obecnych zavért. Dil¢imi
cili materialu jsou procvi¢eni trojuhelnikové nerovnosti, zopakovani typti trojuhelnikt pod-
le velikosti vnitinich thld, pfipomenuti terminologie spojené s pravouihlym trojihelnikem
a urc¢eni obsahu obrazce vyznaceného ve ¢tvercové siti. Jako bonus k odvozeni Pythagorovy
véty je pfidan dynamicky applet, v ném?z je uziti étvercti v Pythagorové vété zobecnéno na
uziti pravidelnych rovinnych obrazcti. Dokument obsahuje také webové odkazy, jména
autort a struéné anotace vyukovych materiald pro téma Pythagorova véta vyskytujicich se
v soutasné dobé na internetu.

Kliéova slova:
Pythagorova véta, trojuhelnikova nerovnost, typy trojihelnikti dle vnitfnich uhld, obsah
obrazce zobrazeného ve ¢tvercové siti, dynamické applety, GeoGebra

Abstract:

The interpretation of the Pythagorean theorem with the use of the inductive method is the
main aim of the document. The inductive method means the method based on the empiri-
cally found facts and realities from which it is consequently possible to draw general conclu-
sions. Practising of the triangular inequality, repeating of the types of triangles according
to the inner angles of a triangle, and determining of an area of a shape drawn in a square
net are the partial aims of this material. The dynamic applet containing the generalization
of the squares used in the Pythagorean theorem into the usage of the regular planar shapes
is added as a bonus to the interpretation of the Pythagorean theorem. The web links of the
teaching materials concerning the Pythagorean theorem and appearing at this moment on
internet are mentioned together with the names of their authors and with short annotations
in this document.

Keywords:
Pythagorean theorem, triangular inequality, types of triangles according to the kinds of inner
angles of a triangle, area of a shape drawn in a square net, dynamic applets, GeoGebra

3.1 Uvod

Béhem spoluprace oborovych didaktiktt Mgr. Daniely Bimové, Ph.D. a Mgr. Jiffho Bfehovského,
Ph.D. z Katedry matematiky a didaktiky matematiky Fakulty pfirodovédné-humanitni a peda-
gogické Technické univerzity v Liberci s ugiteli Bc. Martinem Pafizkem a Mgr. Stépankou
Sipo$ovou ze ZS Libereck4 v Jablonci nad Nisou v rdmci projektu vznikl namét pro vytvoreni
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vyukového materialu vénovaného tématu Pythagorova véta. Téma Pythagorova véta je vyu-
¢ovéno v 8. ro¢niku ZS a dle nazoru vy$e uvedenych vyucujicich ze Z8 Libereck4 ¢ini zdkam
potiZe pochopeni podstaty Pythagorovy véty. Za timto ti¢elem byl vytvoten dynamicky applet
v softwaru GeoGebra, v némz je nazorné predstaven hlavni princip Pythagorovy véty a ktery
slouzi k jejimu odvozeni. Tento applet byl doplnén o étyii dal$i dynamické applety - ti applety
geometrickych rozcvic¢ek a jeden applet ukazujici zobecnéni Pythagorovy véty.

V appletu Pythagorovy véty je vyuZito sestrojeni pravotihlého trojuhelniku zadaného délkami
t# jeho stran. Za timto t¢elem je vhodné na zadatek hodiny zatadit geometrickou rozcvicku
zameétenou na zopakovani ,trojuhelnikové nerovnosti“. Takovato aktivita v podobé dyna-
mického appletu sestrojeného v softwaru GeoGebra a jeji zaiazeni ve vyucovaci hodiné jsou
popsany v kapitole Metodické pokyny tohoto textu.

Je obecné znamo, Ze Pythagorova véta je platna pouze pro pravouhlé trojuhelniky. Druha
uvedend rozcvicka slouzi k zopakovani rozdéleni trojahelnikt podle velikosti jejich vnitfnich
uhlt. Mezi trojahelniky, které je tfeba rozttidit, se vyskytuji mimo jiné prave také pravouhlé
trojuhelniky.

Ponévadz hlavni princip Pythagorovy véty uzity ve GeoGebra appletu spoc¢iva pravé v poci-
tani a premistovani jednotkovych étvereckt, byla do vyu¢ovaci hodiny zatazena jesté i tieti
rozcvicka. Ukol v této rozcviéce spoéival v uréeni obsahu obrazce vepsaného do &tvercové
sité. Znazornény obrazec zjednodu$ené ptredstavuje postavu dromedéara. Pro vyvolani kon-
krétnéjsich prestav je do appletu vlozen obrazek skute¢ného dromedara.

Cilem appletu je odvozeni Pythagorovy véty samotnymi zaky na zakladé piemistovani jed-
notkovych ¢tverecktl, z nichZ se skladaji ¢tverce sestrojené nad odvésnami pravouhlého
trojuhelniku, do étverce sestrojeného nad pteponou téhoz pravouhlého trojuhelniku. T#i vyse
uvedené rozcvicky byly motivaénimi a pfipravnymi ilohami této hlavni aktivity.

Vzhledem ke skute¢nosti, Ze jsou v jedné osmé tridé na ZS Liberecka t¥i nadani Z4ci, byl jesté
vytvoren také dynamicky applet obsahujici zobecnéni Pythagorovy véty, tj. misto étvercti byly
pro Pythagorovu vétu pouzity ptlkruhy, rovnostranné trojihelniky, pravidelné pétitihelniky
a pravidelné Sestiuhelniky. Zatazeni tohoto appletu nakonec vyplynulo spontdnné piimo ze
situace v hodiné. Diky tomu, Ze sami Zaci na konci ptedchozi aktivity za¢ali navrhovat jiné
rovinné geometrické obrazce, které by mohly byt uzity misto ¢tvercti, méli ucitelé moznost
s pouzitim tohoto appletu ukazat zaktim, Ze jejich navrhy byly spravné.

Kromé metodickych pokynt popisujicich praci s uvedenymi dynamickymi applety je do textu
zatazena také kapitola vénované databance vyukovych materialt pro téma Pythagorova véta.
Do této kapitoly je zarazeno devét vyukovych materialtt dostupnych na internetu. Jedna se
o materialy riznych typt. Nékteré materidly obsahuji teoretickou ¢ést, tj. odvozeni Pytha-
gorovy véty, jiné cvi¢eni, mnozstvi aplika¢nich ptikladl ¢i pracovni listy na procvi¢ovani
a dalsi také napt. online testovani. Kapitola je zakon¢ena piehledem publikaci a prikladem
geometrického softwaru, které vyudujici ze ZS Libereckd vyuZivaji pfi vyuce tématu Pytha-
gorova veéta.
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3.2 Metodické pokyny

3.2.1 Uvodni informace

Cilova skupina: materidl je uréen pro Zaky 8. roéniku ZS, ev. pro #aky tercie osmiletého
gymnazia, 13-14 let

Cile materialu: Hlavnim cilem materialu je odvozeni Pythagorovy véty induktivni metodou,
tj. presnéji fe¢eno metodou, kterd je zaloZena na pozndani vychazejicim z empiricky zjisté-
nych faktti a skute¢nosti a nasledné vedoucim k vysloveni obecnych zavérti. Pomocnymi cili
materialu jsou procviceni trojihelnikové nerovnosti, zopakovani typti trojuhelnikd podle
velikosti vnitfnich uhl a uréeni obsahu obrazce vyznaceného ve ¢tvercové siti.

Potifebny ¢as na aplikaci materialu: material je vhodné aplikovat béhem jedné, max. dvou
vyucovacich hodin podle schopnosti zakt ve tiidé

3.2.2 Vyucovaci hodina
3.2.2.1 Prvni aktivita v hodiné: Rozcviéka - zopakovani trojihelnikové nerovnosti

e Motivace aktivity

Pti odvozeni Pythagorovy véty vyuzijeme sestrojeni trojihelniku zadaného délkami tif jeho
stran. Za timto icéelem je vhodné na zadatek hodiny zaradit geometrickou rozcvicku zamé-
fenou na zopakovani ,trojihelnikové nerovnosti“. Aktivita je ptipravena v podobé GeoGebra
dynamického appletu

e Zaddni tkolu

Rozhodnéte, zda je mozné sestrojit trojuhelniky s nasledujicimi délkami stran:

1. AABC:a=3cm,b=6cm,c="7cm;

2. AABC:a=4cm,b=7cm,c=2cm;

3. AABC:a=3cm,b=2cm,c=4cm.

Své odpovédi si ovéite pomoci nastaveni odpovidajicich posuvnikti na dané hodnoty rovné
délkam stran v prislusné poduloze.

Pro nadhled dynamického appletu vytvoteného v programu GeoGebra viz obr. 3.1.
e Resent tkolu
Utitel spole¢né s zaky zopakuje znéni ,trojuhelnikové nerovnosti, tj. soucet délek dvou

libovolnych stran trojuihelniku musi byt del$i nez délka zbyvajici tfeti strany trojihelniku.
Poté ucitel zaky vyzve, aby rozhodli, ve které poduloze mtZze byt trojuhelnik ABC sestrojen.
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Sprdvné resent tilohy

1. A ABC je moZné sestrojit, nebot plati, 2ea+b>c,a+c>bib+c>a.
2. A ABC neni moZné sestrojit, nebota+b>c,b+c>a,alea+c<b.
3. A ABC je mozné sestrojit, nebot plati,2ea+b>c,a+c>bib+c>a.

Trojuhelnikova nerovnost

Rozhodnéte, zda je mozné sestrojit trojuhelniky s nésledujicimi délkami stran
1T.AAEC a=3cmb=6cm,c=7cm
2.AABC a=4cmb=Tcmc=2cm
3 AABCa=3cm b=2cm c=4cm

Své odpovédi si ovéite pomoci nastaveni odpovidajicich posuvniki
na dané hodnoty délek stran

Délky stran A ABC
a=3
@

b=2
@

@
-

Obr. 3.1: Applet na trojiihelnikovou nerovnost

GeoGebra applet je sestaven takovym zplisobem, Ze ucditel mitize pozaddat postupné
tii zaky, aby kazdy z nich nastavil hodnoty posuvniku tak, aby odpovidaly délkam stran troj-
thelniku ABC v jednotlivych podulohach. S posuvniky je ve druhé 2D nakresné propojena
konstrukce trojuhelniku ABC. Pokud v dané poduloze délky stran spliuji trojihelnikovou
nerovnost, trojuhelnik se v této ndkresné vykresli; v opa¢ném ptripadé neni trojuhelnik
zobrazen.

e Shrnuti aplikace aktivity v hodiné

Smyslem zatrazeni této aktivity na zac¢atek hodiny je ptipomenuti zakam, za jakych podmi-
nek muiize byt trojuhelnik sestrojen. Diky uziti dynami¢nosti programu GeoGebra probéhla
rychld vizualni kontrola zakovskych feseni tilohy. Tj. Z4ci si mohli vzapéti pomoci nastaveni
posuvnikt na zadané hodnoty nazorné ovétit, zda bylo jejich fe$eni bezchybné ¢i nikoliv.

Je-li aktivita pouZita ve tfidé, v niz ucitel pracuje s notebookem a s dataprojektorem ¢i
s interaktivni tabuli, mtZe pozadat po fadé jednotlivé zaky, aby na daném zatizeni nastavili
prislusné hodnoty posuvnikil a zobrazili tim piislusné feseni tlohy dané ulohy za tucelem
spole¢né kontroly. Ve tfidé, v niZz kazdy z zakt pracuje se svym tabletem, mohou Zaci nej-
prve rozhodnout a do ses$itu si zapsat, ve které poduloze je trojuhelnik ABC sestrojitelny
a ve které naopak zkonstruovatelny neni. Teprve poté budou Zaci vyzvani, aby si sva feseni
zkontrolovali.

Utitel mtZze pripadné také vyzvat zaky, aby samostatné vymysleli nap#. dva piiklady troj-
thelnikq, které jsou zkonstruovatelné, a na druhou stranu také dva ptiklady trojuhelnik,
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které naopak sestrojitelné nejsou. Nasledné vyvola étyti zaky, z nichZz dva piedvedou sva
reSeni, pro néz lze trojuhelnik ABC sestrojit, a dal$i dva zaci zvoli takové hodnoty délek stran
trojuhelniku ABC, pro néz trojuhelnik ABC nelze zkonstruovat.

3.2.2.2 Druha aktivita v hodiné: Rozcvi¢ka 2 - zopakovani typi trojuhelniki podle
velikosti jejich vnitfnich ahla

e Motivace aktivity

Je obecné znamo, Zze Pythagorova véta je platna pouze pro pravouhlé trojuhelniky. V této

rozcvicce zopakujeme rozdéleni trojuhelniki podle velikosti jejich vnitinich thlt. Mezi troju-
helniky, které je tteba rozttidit, se vyskytuji mimo jiné také pravouhlé trojuhelniky. Rozcvicka

o v s

slouzi mimo jiné k trénovani odhadovani velikosti vnitfnich thla trojuhelnika zaky.
e Zaddni tikolu
Dané trojuhelniky rozdélte podle velikosti jejich vnitinich thld do spravnych pytli.

Pro nahled zadani aktivity v podobé dynamického GeoGebra appletu viz obr. 3.2.

Rozdéleni trojuhelniku podle velikosti vnitfnich ahla

Dané trojiihelniky rozdite pode velikosti jejich vnitinich thld do spravnych pytid. [ Konrota spravnosti eseni

tupouhlé trojuhelniky k
ostrouhlé trojuhelniky pravouihlé trojuhelniky

Obr. 3.2: Zaddnti tikolu ve formé appletu

e Reseni tikolu

Tato aktivita je opét pripravena v podobé GeoGebra dynamického appletu. S $edymi troju-
helniky lze v notebooku/PC posouvat tazenim my$i po nédkresné, v tabletu taZenim prstu po
displeji, pti uziti interaktivni tabule taZenim pomoci prstu po tabuli. Jakmile jsou v§echny
trojihelniky ptesunuty do pytld, je mozné aktivovanim zaskrtavaciho policka ,Kontrola
spravnosti fe$eni” zobrazit tla¢itka ,Nastaveni neutralni barvy trojihelnikt®, ,Rozlieni typt
trojuhelnikd barvami® a zagkrtavaci poli¢ka ,Zobrazeni ostrych dhlt“, ,Zobrazeni pravych
thlt“ a ,Zobrazen{ tupych uhla“. Stisknutim tla¢itka ,RozliSeni typt trojuhelnikt barvami*

se obarvi v8echny ostrothlé trojihelniky i oznac¢eni pod prvnim pytlem ¢ervené, vSechny pra-
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vouhlé trojuhelniky i nazev pod prostiednim pytlem modi‘e a vSechny tupouhlé trojuhelniky
i pojmenovani pod poslednim pytlem zelené. Aktivaci jednotlivych zaskrtavacich poli¢ek se
v trojihelnicich barevné vyznaéi prislusné typy thli - ostré thly Zluté, pravé thly oranzoveé
a tupé uhly tmave zelené - a pod jednotlivymi zaskrtavacimi poli¢ky se objevi ve stupniové
mife intervaly hodnot pro ostré a tupé thly a hodnota pro thel pravy. Pfed jejich zobrazenim
se ucitel mtize zakt na tyto hodnoty zeptat.

Na zédkladé barevného zobrazeni trojuhelnikt Zaci vidi, zda trojihelniky rozttidili spravné
¢i nikoliv, tzn. ziskaji okamzitou zpétnou vazbu své prace.

Na obr. 3.3 je zobrazen néhled feseni aktivity v dynamickém GeoGebra appletu.

Rozdéleni trojuhelnikt podle velikosti vnitfnich Ghld

Dané trojihelniky rozdalte podie velikosti jejich vhitfnich Uhit do spravnych pytid.

Kontrola spravnosti feseni
Nastaveni neutralni barvy trojuhelnik
| Rozliseni typd trojuhelniklG barvami |

Zobrazeni ostrych uhld

Pro velikost ostrého uhlu a plati, Ze 0° < a < 90°.

Zobrazeni pravych uhld
Velikost pravého thlu g = 90 °

Zobrazeni tupych uhld
Pro velikost tupého Ghlu y plati, Ze 90° < y < 180°.

tupouhlé trojuhelniky
ostrouhlé trojuhelniky pravouhlé trojuhelniky

Obr. 3.3: Resent aktivity
e Shrnutf aplikace aktivity v hodiné

Zatrazenim této aktivity v podobé dynamického GeoGebra appletu si Zaci v kratkém case
zopakuji rozlieni typt trojuhelnikt podle velikosti jejich vnitinich uhla. Prabéh aplikace
aktivity v hodiné zavisi na zptisobu uziti appletu, tj. na tom, zda applet Zaci pouzivaji samo-
statné na tabletech ¢&i spole¢né pod kontrolou uditele na notebooku/PC s projekci skrze
dataprojektor nebo s uzitim interaktivni tabule. Prvni pfipad je efektivnéjsi, nebot ma kazdy
zak moznost si aktivitu vyzkouset svym vlastnim tempem a diky mozZnosti okamzitého vyhod-
noceni aktivity ziské zpétnou vazbu, zda aktivitu vyresil uspésné anebo ne. Ve zbylych dvou
ptipadech uditel postupné vyvola t¥inact zaku, kazdy z nich pemisti zvoleny trojihelnik do
odpovidajiciho pytle. Jsou-li véechny trojihelniky pfemistény do pytld, prob&hne spoleéna
kontrola provedeného rozdéleni aktivovanim tla¢itka ,Rozliseni typt trojihelnikt barvami*
a zobrazenim vnitfnich Ghl trojuhelnikt zaskrtnutim ptislusnych poli¢ek. V ptipadé, Ze byl
néktery z trojuhelnikt zatazen do chybného pytle, provede ucitel spole¢né s Zaky opravu.

P#i opakovani typl trojuhelnikii a vnitfnich thla v nich byly nékteré véci pro zaky jasné,

nékteré bylo potieba pfipomenout. Problémem byl napiiklad poc¢et tupych dhli v tupotihlém
trojuhelniku.
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Zavérem je vhodné zopakovat nékteré dtlezité vlastnosti pravouhlého trojuhelniku, ptipo-
menout, jak se nazyvaji jeho jednotlivé strany a jak je to s jejich délkami.

3.2.2.3 Tieti aktivita v hodiné: Rozcvicka 3 - procviéovani vypoctu obsahu obrazce
umisténého ve étvercové siti

e Motivace aktivity

V této aktivité je ikolem urc¢it obsah obrazce vepsaného do ¢tvercové sité. Znazornény obrazec
zjednodusené piedstavuje postavu dromeddara. Pro vyvolani konkrétnéjsich piedstav drome-
déra je do appletu vloZen obrazek skute¢ného dromedéra. Zde se nabizi meziptedmétové
vztahy mezi matematikou a ptirodopisem.

e Zaddni tikolu

Zjistéte priblizné velikost plochy, kterou zabird dromedar ve ¢tvercové siti.

Na obr. 3.4 je znazornén ilustraéni obrazek zadani aktivity v podobé dynamického appletu
vytvoteného v programu GeoGebra.

Dromedar
Zjistéte pfiblizné velikost plochy, kterou zabira dromedar ve &tvercové siti.

|| Pomocne miiZové usecky

|__J ReZeniulohy
] N

100 mm !

: Zdroj

Obr. 3.4: Zaddn( aktivity v podobé appletu
e Reseni ukolu

Pt odvozeni Pythagorovy véty s vyhodou vyuZijeme rozdéleni ¢tverct sestrojenych nad
odvésnami na jednotkové étverecky, ty budou postupné piemistovany do ¢tverce sestroje-
ného nad pteponou. V této aktivité je tikolem urcit obsah obrazce vepsaného do ¢tvercové
sit&, pritom ne véechny &4sti obrazce vypliuji zobrazené jednotkové ¢tverce dané sité. Zaci
by si tedy méli najit vlastni vhodnou strategii vedouci k dspé$nému vyteseni této aktivity.
Jednou z moZnych strategii mtiZze byt imaginativni ptemistovani dil¢ich ¢asti obrazce tako-
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vym zptsobem, aby vhodné vytvorily jednotkové ¢tverce dané sité. Ty lze spocitat, vynasobit
obsahem jednotkového ¢tverce sité, ev. k vysledku pti¢ist obsah zbylé ¢asti, ktera nevyplni
cely jednotkovy ¢tverec sité, a ndsledné urcit obsah celého znazornéného obrazce.

Na obr. 3.5 je vidét jedno z moznych FeSeni tilohy, které je vytvoreno v dynamickém GeoGebra
appletu dané aktivity a které odpovida vySe uvedené strategii feSeni. V appletu je popséno
reSenf ulohy nésledujicim zptisobem: ,Obsah dilé¢iho étverecku je roven 2 cm x 2 cm = 4 cm?.
Dromedar je slozen z celkem 9 ¢tvereckt o obsahu 4 cm? a z trojuhelnitku, ktery je 1/8 &tve-
recku, o velikosti obsahu 0,5 cm?. Dromedar tedy zabira ve ¢tvercové siti plochu o velikosti
9x4cm?+0,5cm?=36,5cm?"

Dromedar
Zijistéte priblizné velikost plochy, kterou zabira dromedar ve étvercoveé siti.

.\/, Pomocné miffové dsetky

|| Reseni ulohy

Obsah dilEiho Etveretku je roven 2 cmx 2 cm = 4 cm?
Dromedar je sloZen z celkem 9 Etvertkl o obsahu 4 cm?
a z trojuhelnitku, ktery je 1/8 Etveretku, o velikosti obsahu
0,5 cm? Dromedar tedy zabira ve Ctvercoveé siti plochu

o velikosti 9x 4 cm?+ 05 cm? = 36,5 cm?

Grafické feseni ulohy:
Civeretky = 9

Poznémka® Pohybem posuvniku se pastupné zobrazuji

| barevné Casti, kieré sviym obsahem tvoli Civeredky
100 mm o velikosti 4 cm? Po zobrazeni devatého éiverecku

zhyde trojuhelnidek o obsahu 0,5 cm?

\/ Zdroj Campbell, G.- Moran, P.. 365 hlavolamd. Slovart, Praha 2010. ISBN 978-80-7391-357-1
http:fhwwan. mimik.cz/dromedar-velbloud-jednohrby

Obr. 3.5: Mozné reseni tilohy
Pohybem posuvniku nazvaného ,¢tverecky” se postupneé zobrazuji barevné diléi ¢asti obrazce,
které dohromady tvori jednotkovy ¢tverec sité o obsahu 4 cm? Tyto barevné dil¢i ¢asti jsou
zndzornény na obr. 3.5.

V appletu je také zakomponovano zaskrtavaci politko s nazvem ,Pomocné miizové usecky".
Jeho aktivovanim lze zobrazit jemnéjsi déleni dané ¢tvercové sité. Pro srovnani viz obr. 3.4
a obr. 3.5.

Dal3i moznou strategii feSeni dilohy je uziti této jemné&;jsi sité. I pti volbé této strategie urcu-
jeme podet jednotkovych &tvereckd, diléi ¢asti (trojuhelnitky, které jsou nyni polovinami
jednotkovych ¢tvereckil) v jednotkové ¢tverecky skladame. Tato strategie se jevi vizualng
jednodussi.

e Shrnuti aplikace aktivity v hodiné:

Zatazenim této aktivity v hodiné si Zaci ptipomenou nejen praci se étvercovou siti, ale i vypo-

¢et obsahu obrazce s uzitim ¢tvercové sité. Tuto aktivitu by méli Zaci fe$it nejprve samostatne.
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Piedevs$im by jim mél ucitel poskytnout dostatek ¢asu, aby si mohli promyslet vhodny zptisob
reSenf aktivity a ten po té aplikovat. Jakmile bude mit velkd vét$ina Zaki spocitanou vyslednou
hodnotu obsahu obrazce, muZze ugitel nechat zaky napsat vysledné hodnoty na tabuli. Tim
zjisti, jaky je rozptyl mezi spravnou odpovédi a chybné uréenymi odpovédmi, a také kolik
studentti naslo spravnou odpovéd a kolik naopak chybnou. Nez uéitel zobrazi studentiim
predpripravené feseni, meél by se jich zkusit zeptat, jak ulohu vlastné resili.

3.2.2.4 Ctvrta aktivita v hodiné: Odvozeni Pythagorovy véty

e Motivace aktivity

Cilem této aktivity je odvozeni Pythagorovy véty samotnymi zZ&4ky na zdkladé piremistovani
jednotkovych ¢&tvereckt, z nichZ se skladaji ¢tverce sestrojené nad odvésnami pravotihlého

trojuhelniku, do étverce sestrojeného nad pieponou téhoz pravotthlého trojuhelniku. Tt vyse
uvedené aktivity byly motiva¢nimi a ptipravnymi tlohami této hlavni aktivity

e Zaddni tilohy
Odvodit Pythagorovu vétu induktivni metodou
Na obr. 3.6 je zndzornén ilustra¢ni obrazek dynamického appletu vytvoreného v programu

GeoGebra. Tento applet predstavuje zadani aktivity v podobé jednotlivych ukolt vedoucich
k odvozeni Pythagorovy véty induktivni metodou.

Ukoly:
1. Sestrofte A ABC je-ll JAB|=5cm |BEC|=3cma|AC| =4 cm.
Strany trojuhelnilku oznatte obvyklym zplsobem.
|| Regenitkolu z 1
2 Urtete, o jaky trojubelnik se jedna
|| Resenitkolu ¢ 2
3. Nad odvésnou a = CE sestrojte ttverec CEGH
[ ] Resenidkolu ¢ 3
4. MNad odvésnou b = AC sestrojte Ctverec ACIJ.
|| Resenitkolu ¢ 4
5 Ctverec CBGH rozdélte na jednotkoveé Etverce.
[ Regenitikolu e 5
8. Ctverec ACH rozdélte na jednotkové Civerce
|| Resenitkolut 6
7. Premistéte jednotkové Ctverce z obou ttvercl CBGH a ACIJ
nad preponu AB. Jaky geometricky Utvar ziskate?

krok =0
L

Obr. 3.6: Zaddni aktivity
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o Reseni tikolu

Pro odvozovani Pythagorovy véty induktivni metodou byl sestaven GeoGebra dynamicky
applet, v némz se do ¢tverct nad odvésnami pravouhlého trojihelniku vykresli ¢tverecky,
které se pak postupné premisti do étverce sestrojeného nad pieponou téhoz pravothlého
trojuhelniku. Ukolem Zaki je postupovat krok po kroku podle jednotlivych kol appletu.
Z4ci nejprve narysuji pravouhly trojihelnik podle véty sss, tj. na zadkladé zadani délek vSech
t¥i jeho stran. Zaci dale plni jednotlivé tikoly appletu. Uréi, o jaky typ trojihelniku dle velikosti
jeho vnittnich thli se jedna. Sestroji ¢tverce nad obéma odvésnami pravouhlého trojuhelniku,
oba ¢tverce posléze rozdéli na jednotkové ¢tverce. Jednotkové ¢tverce pak postupné premisti
nad preponu trojuhelniku. Ukolem %4k je zjistit, jaky geometricky titvar jim po pfemisténi
jednotkovych ¢tvercti nad preponu pravouihlého trojuhelniku vznikne.

Utitel bude obdobné (av8ak s kratkym ¢asovym odstupem oproti Zdktim) zobrazovat pie-
mistovani ¢tverecki v appletu. Zaci tak budou moci kontrolovat, zda postupuji spravné. Zaci
by pak méli sami zkusit popsat, k ¢emu dosli. Zavérem by pak méli zformulovat Pythagorovu
vétu, nejprve slovneé a po té by meéli byt uéitelem vyzvani, aby Pythagorovu vétu zkusili zapsat
i symbolicky.

Na obr. 3.7-3.10 jsou ukazany nékteré dil¢i kroky feseni tikolt appletu. Na obr. 3.10 jsou jiZ
vSechny ¢tverecky premistény a Pythagorova véta je symbolicky zapsana.

Ukoly:
1. Sestrojte A ABC, je-li JAB|=5cm, |[BC|=3cma|AC| =4 cm.
Strany trojuhelniku oznacte obwyklym zplisobem.

5]

(=]
1

V| Resenidkolu ¢ 1

é

[
\

2. Urtete, o jaky trojuhelnik se jedna.

V) Resenitkolic. 2 A ABC je pravouhly trojuhelnik.
3. MNad odvésnou a = CE sestrojte &tverec CBGH.

[ ] Regenitkolut 3

4 MNad odvésnou b = AC sestrojte Etverec ACIJ.

[ ] Reseniukolu ¢ 4
5. Ctverec CBGH rozdélte na jednotkové Etverce
|| Resenitkoluc 5
6. Ctverec ACI rozdélte na jednotkové ctverce.
[ | Resenitkolut &
7. Pfemistéte jednotkové ctverce z obou Etvercll CBGH a ACIJ
nad pieponu AB. Jaky geometricky dtvar ziskate?

krok =0
.j;

Obr. 3.7: Redeni tiloh
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Ukoly:
1. Sestroe & ABC Je-li JAB|=5cm, |BC|=3cmal|AC| =4 cm.
Strany trojuhelniku oznatte obwyklym zplsobem.

Reseni tkolu €. 1 - .
2 Urcete, o jaky trojuhelnik se jedna

Begenidkolu &. 2 A ABC je pravouhly trojuhelnik.
3 Nad odvésnou a = CB sestrojte ttverec CBGH.

Regeni Gkolu &, 3
4. Nad odv&snou b = AC sestrojte &tverec ACIJ.

Resenf tkalu ¢4 ) B
5. Ctverec CBGH rozdélte na jednotkove Etverce.

Reseni tkolu & 5
6. Ctverec ACIJ rozdélte na Jednotkové étverce

Regen kolug. 6
7. Premistéte jednotkové Etverce 7 obou Etvercll CBGH a ACIJ

nad preponu AB. Jaky geometricky utvar ziskate?

krok=10
@

Obr. 3.8: Resent dalsich tiloh

Ukoly:
1. Sestrojte &4 ABC je-li JAB|=5cm, |BC|=3cmalAC| =4 cm
Strany trojuhelniku oznaéte obwkiym zplsobem

Regen Gkolu &, 1 0.:6 |

2. UrCete, o jaky trojuhelnik se jedna.
Resenitkoluz.2 A ABC je pravouhly trojhelnik.

3. MNad odvésnou a = CE sestrojte Ctverec CBGH.
Reseni dkolu £, 3

4 MNad odv&snou b = AC sestrojte Etverec ACI.
Regen tkolu &. 4

5. Ctverec CBGH rozdélte na jednotkove Clverce
Resen dkolu &. 5

& Ctverec ACIJ rozdélte na jednotkové Etverce
Regen Gkolu &, 6

7. PFemistéte jednotkové Etverce z obou Etvercll CBGH a ACIJ
nad pfeponu AB. Jaky geometricky Utvar ziskate?
krok = 21

Obr. 3.9: Resent tikolu
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Clkoly: Objevili jste platnost Pythagorovy véty.
1. Sestrojte 2 ABC Je-li JAB|=5cm,|BC|=3cmalAC| =4 cm Zkusite ji zapsat symbolicky?
Strany trojuhelniku oznatte obvyklym zplisobem H

Resen kolu £ 1 ° °
2. Urete, o jaky trojuhelnik se jedna C

Resenitkolut 2 A ABC je pravouhly trojuhelnik. N .
3. MNad odvé&snou a = CB sestrojte Ctverec CBGH b

Reseni Gholu £ 3 .
4. Nad odv&snou b = AC sestrojte Ctverec ACI.

Reseni Gkolu €. 4
5. Ctverec CBGH rozdélte na jednotkové Etverce

Reseni Gkolu £ 5
6. Ctverec ACI rozdélte na jednotkové Etverce

Reeni dkolu €. 6
7. Premistéte jednotkové Etverce z obou ttvercll CBGH a ACIJ

nad pfeponu AB. Jaky geometricky Utvar ziskate?
krok =30

—. Ziskame ctverec o strané délky c.

Obr. 3.10: Vysledné resent
e Shrnuti aplikace aktivity v hodiné

Z4ci nejprve narysovali pravouhly trojuhelnik se stranami o délk4ch 3 cm, 4 cm a 5 cm podle
prvniho dkolu v appletu. Pak méli za ikol narysovat nad obéma odvésnami ¢tverce o délkach
rovnych prislusnym strandm trojuhelniku. Zde doslo k nékolika zadrheltim. ProtoZze Zaci
nebyli dopiedu upozornéni na to, kolik potiebuji mista kolem trojihelniku, nékterym se
¢tverce nevesly celé a museli zadit kreslit obrazek znovu. Jini Zaci méli problém narysovat
¢tverec. Nasledujici obrazky ukazuji, jak to obéas dopadlo...

Obr. 3.11: Zdkovské resent
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Obr. 3.12: Dalsi Zdkovské resent
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Obr. 3.13: Zdkovské resent
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Obr. 3.14: Dalst Zdkovské resent



Pti uziti appletu v dalich t¥idach/hodinéch je tedy vhodné mit tuto skuteénost na paméti
a zaky upozornit, Ze je zapottebi si nechat kolem obrazku na v8ech strandch dostatek mista,
aby zaci sestrojili obrazky podobné tomu, jako je zobrazeny na obr. 3.15, protoze samotni
zaci ptedem nevédi, jak bude vypadat vysledny obrazek.

i
X
PR

Obr. 3.15: Vhodné umistént resent

Béhem promitani appletu na tabuli pomoci dataprojektoru nastal problém se zobrazenim
textu, respektive se zobrazenim velikosti pisma. Pismo bylo ptili§ malé a u¢itel musel zaktim
zadani dlohy ¢ist. Zvétsi-li se totiz v programu GeoGebra velikost pisma, zvétsi se vsechny
texty i sestrojené objekty. V takovém ptipadé pak vznika riziko, Ze se vée nevejde na ndkresnu
tak, jak je potieba. Pred pouzitim appletu v hodiné je Zadouci, aby si uéitel applet zkusil otevrit
v prisludném elektronickém zatizeni (notebook, tablet ¢i PC), z néjz bude applet promitat.
V tomto zatizeni by mél uditel v appletu nastavit optimalni velikost pisma, kterd bude pro
zaky ¢&itelna a kterd umozni promitani véech sestrojenych objektti takovym zptisobem, jak
maji byt zobrazeny.

Po dokonceni ulohy si vétsina zakt uvédomila, co se vlastné pii rysovani stalo. Tito Zzaci
byli schopni vlastnimi slovy popsat vzniklou skute¢nost. Odhalili tedy za pomoci induktivni
metody pravidlo Pythagorovy véty.

Na otazku, zda by bylo moZné nad stranami trojuhelniku sestrojit i jiné obrazce nez ¢tver-

ce, nékteré zaky napadly tyto nésledujici mozZnosti - rovnostranny trojuhelnik, pravidelny
$estitthelnik a palkruh.
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3.2.2.5 Pata aktivita v hodiné: Pythagorova véta trochu jinak

e Motivace aktivity

Zarazeni této aktivity vyplynulo spontanné ptimo ze situace v hodiné. Vzhledem ke skutec-
nosti, Ze sami zaci na konci predchozi aktivity za¢ali navrhovat jiné rovinné geometrické
obrazce, které by mohly byt uZity misto ¢tvercd, ma uc¢itel moZnost v radmci této aktivity uka-
zat zaktim, Ze jejich navrhy byly spravné. Tato aktivita maZze byt ucitelem v hodiné vyuzita
v ptipadé, Ze se ve tfidé vyskytne podobnad situaci, pfi niz samotni Zaci za¢nou navrhovat
misto uziti ¢tverct jiné rovinné geometrické obrazce. V opadném piipadé neni nutné tuto
aktivitu v prvni hodiné zatazovat. Vzdy zalezi na zvazeni ucitele.

e Zaddni tilohy

Ukazat, ze Pythagorova véta plati, i kdyZ jsou nad stranami pravouhlého trojihelniku sestro-
jeny ptlkruhy nebo pravidelné mnohothelniky.

e Reseni tikolu

Pro nazornou ukazku platnosti Pythagorovy véty i pfi sestrojeni jinych rovinnych geomet-
rickych utvara nez ¢tvercti nad stranami pravouhlého trojihelniku uditel uzije ptipraveny
dynamicky GeoGebra applet.

Pohybem posuvniku s nazvem ,c“ 1ze ménit velikost piepony ¢ = AB daného pravotihlého
trojuhelniku ABC a posouvanim bodu C po nédkresné je mozné ménit velikosti obou odvésen
trojuhelniku ABC.

Posuvnik pojmenovany ,obrazce“ pod sebou v jednotlivych polohach skryva zobrazeni ¢ty
rtiznych rovinnych geometrickych obrazcti. V poloze 1 jsou to pulkruZnice (viz obr. 3.16 a obr.
3.17), v poloze 2 rovnostranné trojuhelniky (viz obr. 3.18), v poloze 3 pravidelné pé&tiuhelniky
(viz obr. 3.19) a v poloze 4 pravidelné Sestiuhelniky (viz obr. 3.20).

Pii nastaveni posuvniku ,obrazce“ do odpovidajici polohy se pod posuvnikem zobrazuji dvé
za$krtavaci politka. Napt. v poloze 1 se objevi poli¢ka ,Palkruznice graficky*” a ,Palkruznice
podetn&“ (analogicky také pro tfi dal$i vybrané pravidelné mnohouhelniky). Aktivovanim
jednoho ¢i druhého poli¢ka se nad stranami pravouhlého trojihelniku ABC znazorni piislusné
rovinné geometrické obrazce. Zagkrtnutim poli¢ka , ... graficky“ se pod zaskrtavacimi policky
zobrazi obecnd rovnice udéavajici vztah mezi obsahem obrazce sestrojeného nad pieponou
pravouhlého trojuhelniku ABC a souétem obsahti obrazcu sestrojenych nad odvésnami
pravouhlého trojuhelniku ABC. Pod obecnym vztahem jsou vloZeny odpovidajici vypoctené
numerické hodnoty ptislusnych obsaht. Ty se dynamicky méni v zavislosti na zménach délek
stran pravouhlého trojthelniku ABC (pro zmény jejich nastaveni viz vy$e), viz obr. 3.16.
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Pythagorova véta trochu jinak

Ctverce sestrojené nad odv&snami i Etverec sestrojeny nad pfeponou pravouhlého
trojuhelniku mohou byt nahrazeny i jinymi pravidelnymi rovinnymi geometriclkymi obrazci
(napf. pllkruznicemi, rovnostrannymi trojuhelniky, pravidelnymi pétidhelniky, pravidelnymi
Sestithelniky, atd.) a Pythagorova véta zlistane stale v platnosti.

c=38
-

obrazce = 1

B8AC

Pllkruznice graficky

|:| Pllkruznice patetné eBC

Seas = Seac *Sesc

567 cm® = 4.21 cm® + 1.46 cm?

oAl

Obr. 3.16: Pilkruznice
Aktivaci za8krtavaciho politka ,... po¢etné“ muze uditel zaktim ukazat odvozeni Pythagoro-
vy véty ze vzorcu platnych pro obsahy jednotlivych rovinnych geometrickych obrazct, ale
ijednotlivé dil¢i kroky numerického vypoctu s konkrétnimi hodnotami, které jsou propojeny
se zadanymi prvky pravouhlého trojihelniku ABC. Ukazka téchto odvozeni v8ak miize byt
zatrazena spiSe jen ve tfidé s nadanymi a bystrymi zaky, pfipadné v tercii osmiletého gymna-
zia. Dle RVP pro zakladni $koly totiZ vypocet obsahu kruhu zpravidla nepitedchazi vykladu
Pythagorovy véty. Pii odvozeni Pythagorovy véty s uzitim rovnostrannych trojuhelniku je
tteba vyjadrit délku vysky rovnostranného trojuhelniku pravé pomoci Pythagorovy véty, coZ
pfi samotném vykladu Pythagorovy véty neni nejvhodnéjsi. Ve vzorci pro vypocet obsahu
pravidelného pétitihelniku se vyskytuje pro 24ky 8. roéniku ZS pomérné sloZité iraciondlni
¢islo, proto ani odvozeni Pythagorovy véty s uzitim pravidelnych pétitihelnikti neni pro zaky
snadné. Odvozeni Pythagorovy véty ze vzorce pro obsah pravidelného Sestithelniku se jevi
jako nejptihodnéjsi.

Jsou-li ve tiidé nadani Zzaci, muze je ucitel nechat samostatné vyhledat vzorec pro vypocet
pravidelného Sestithelniku a nechat je na jeho zédkladé odvodit Pythagorovu vétu.
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V appletu nebyl jiz pouzit pravidelny sedmiihelnik, nebot ve vzorci pro vypocet jeho obsahu
se objevuje goniometricka funkce sinus. Z4ci se véak s goniometrickymi funkcemi setkavaji
poprvé az v 9. roéniku zakladni $koly.

Pythagorova véta trochu jinak

Ctverce sestrojené nad odvésnami i Etverec sestrojeny nad pfeponou pravouhlého e }
trojuhelniku mohou byt nahrazeny i jinymi pravidelnymi rovinnymi geometrickymi obrazci Vipotet obecné

(napf. pllkruZnicemi, rovnostrannymi trojuhelniky, pravidelnymi pétivhelniky, pravidelnymi Sens = Senc *Sesc
Sestiuhelniky, atd ) a Pythagorova véta zlistane stale v platnosti 1 c, 1 b, 1 a;
c=38 PR U SR I
o USRS YRS S
_ =+ e = mb —TQ
obrazce =1 ] 8 8
—.—
E=0+ad
Pllkruznice graficky Vypocet s konkretnimi hodnotami:
Plilkruznice pocetné Seap = Seac *Sepc
cn 1 b, 1 ER
Sens =Seac * Sesc TGN =Gt G)

AR R < S Aﬁ.(ﬁ)z _1 (E)er 1 (E)z
I ) 2 2 2

[T T

5.67 m® = 4.21 cm® 4 1.46 cm®
Sean 567 cm2 =567 cm?

Obr. 3.17: Vijpoéet obsahti ptilkruhti

Pythagorova véta trochu jinak

Ctverce sestrojené nad odvésnami i Etverec sestrojeny nad pFeponou pravouhliého

trojuhelniku mohou byt nahrazeny i jinymi pravidelnymi rovinnymi geometrickymi obrazci Vjpotet obecné
(napf. pilkruznicemi, rovnostrannymi trojuhelniky, pravidelnymi pétithelniky, pravidelnymi Saae0 = Sacer * Saace
ot i ot . 1 1 1
gestidhelniky, atd.) a Pythagarova véta zlstane stale v platnosti D= byt g,
c=38 2 2 2
R 1 c. 1 b 1 @,
obrazce = 2 9°¢ = (5) =3 by B — (5) taw a’ — (5)
S e

.2,527‘\/2,5 A\/z,f
r:\/(: (4)-:’) b (4)+ri. a (4)
o 3‘!22_{} 30 . 3 a?
A A I T
o A e
¢ \/;7\/;({)+u.)

=0 +a®

Rovnostranny trojuhelnilc graficky
Rovnastranny trojuhelnik potetné

Spasp = Sacer * Sance
625 cm?= 464 cmE+ 161 cm*

Vypotet s konkrétnimi hodnotami:
Saapp=Sacer " Saace

lr 71!) +1 0
B <n,.72 vy B U,

1 1 1

3 3.8:-3.20= 3 3.27-2.83 + 3 1.93- .67
625 cm?=464cm*+ 161 cm?
625cm*=6.25cm?

Obr. 3.18: Rovnostranné trojiihelniky
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Pythagorova véta trochu jinak

Ctverce sestrojené nad odvésnami i fiverec sestrojeny nad preponou pravouhlého

trojuhelniku mohou byt nahrazeny i jinymi pravidelnymi rovinnymi geometrickymi obrazci Vypotet obecné

(napf. pllkruZnicemi, rovnostrannymi trojuhelniky, pravideinymi pétidhelniky, pravidelnymi SagkHe ~ SBLvine T SCOPQA
Sestitihelniky, atd.) a Pythagorova véta zlstane stéle v platnosti
[=]
a5 5 \/(25+10\/ch=\/(25+10\/5aﬂ+\/(25+10\/3b2
- e 4 1 1
b =3
—_— Vs +vs | Jos 05
1 &= 1 (a® +b7)

F=at+
M

Pravidelny pé&tidhelnik grafj
Pravidelny p&tidhelnik p%ia

Vypocet s konkrétnimi hodnotami

S.ABKHG = SBLM!‘\IC * SCOPQA

L 0vE . Vs + 0 L \/(25+10\/3b2
4 4 4

SABKHG = SEiLMNG * SCOPQA

4969 cm? = 12.82 cm? + 36,86 cm?

3.44-3.8% = 3.44-1.93° + 3.44-3.27%
4969 cm?=12.82 cm? + 36.86 cm?
49.69 crm? = 49.69 cm?

Obr. 3.19: Pravidelné pétitihelniky

Pythagorova véta trochu jinak

Ctverce sestrojené nad odvésnami i étverec sestrojeny nad pfeponou pravolhlého
trojuhelniku mohou byt nahrazeny i jinymi pravidelnymi rovinnymi geometrickymi obrazci

(nap.F pllkruZnicemi, rovnostrannymi trnjt]he\n\'ky‘ pravidelnymi .pétmhelniky, pravidelnymi SABM1L1K1J1 =Sgastuc * Sp\(;‘],\‘rzr;ﬂ_'1
Sestiuhelniky, atd ) a Pythagorova véta zlistane stale v platnosti
e 5 CIVE P IV R VE
c —c=——a +—0b
a 2 2 2
obrazce =4 33, _ W3, P2
° 2T )

E=a + 1
Pravidelny Sestiuhelnik graficky
Pravidelny Zestiihelnik poZetns

Vypocet s konkrétnimi hodnotami

SABM1L1K1J1 =SgrsTuc * S

ACWZG 1 H,I

SABM1L1K1J = Sgrstuc * SACWZG1H1
16.24 cm* =419 cm®+ 12.05 cm®

26 252cm?=26 127 cm?+ 26 2152 cm?
1624 cm* =419 cm? + 12.05 cm?

16.24 cm?=16.24 cm?

Obr. 3.20: Pravidelné sestithelniky
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e Shrnuti aplikace aktivity v hodiné

S uvedenym appletem pracuje pievazné jen ucitel. Je na jeho zvéZzeni, zda applet do hodiny
zatradi ¢i nikoliv, jaké tdaje studenttim ukaze atd. Jeho rozhodnuti zavisi ptedev$im na
skladbé zaki ve tiidé.

Dalsi aktivity, které ptipadaji v ivahu a ke kterym je mozné vyuzit prostiedi dynamického
softwaru GeoGebra je ovéteni platnosti Pythagorovy véty pro rtizné pravouhlé trojuhelniky.
Nabizi se zde moznost objeveni poznatku, Ze Pythagorova véta pro jiné trojihelniky nez
pravouhlé neplati. Dalsi applety v tuto chvili vytvoieny nejsou, coz dava prostor pro vlastni
tvorbu uciteld. Nékteré inspirace si uc¢itelé mohou vzit z niZze uvedené databanky vyukovych
materiald.

3.3 Zavér

Zarazeni aktivit v podobé vytvotenych dynamickych GeoGebra applett se pti vyuce téma-
tu Pythagorova véta v testovanych t¥idach osvédéilo. Zaci méli mo#nost si interaktivnim
zplisobem zopakovat platnost trojuhelnfkové nerovnosti, diky dalsi dynamické rozcvicce
si v kratkém cCase pripomnéli typy trojuhelnikt podle velikosti jejich vnitinich uhla a svou
geometrickou predstavivost si rozvijeli pomoci tlohy, jejimZ tikolem bylo ur¢it obsah obrazce
(pripominajictho dromedéra) zobrazeného ve ¢tvercové siti.

V testovanych tridach byly applety vyse uvedenych rozcvigek uZzity pti spole¢né praci uci-
tele s zaky, resp. k jejich teseni bylo pouZito interaktivni tabule. Tento zptisob FeSeni aktivit
vyucujicim i zdkam vyhovoval. Ale i piesto jsme pri zavérecné diskusi spole¢né navrhli, Ze
by bylo vhodné vytvotit dva typy appletti - jeden ve verzi pro zZaky bez feSeni a druhy ve verzi
pro ucditele s feSenim. Otazkou ztstava, ktery pripad, tj. zda spole¢né feseni aktivit uéitele
s 74ky ¢i zda samostatné FeSeni aktivit zaky (kazdy zak by mél moznost si aktivitu vyzkouset
sam svym vlastnim tempem), bude efektivnéjsi. Zavér je nyni tézké vyvodit, nebot kazdému
zadku mtiZze vyhovovat jiny zptisob uc¢eni. Efektivita se projevi opét az pii dal$im uziti applettt
pii vyuce.

Odvozeni Pythagorovy véty induktivni metodou probihal krok za krokem podle vytvoteného
appletu. Zaci podle néj nejprve narysovali pravotihly trojuhelnik se stranami o danych dél-
kach na zé&kladé prvniho ukolu v appletu. Pak méli za kol narysovat postupné nad obéma
odvésnami ¢tverce o délkach rovnych prislusnym strandm trojihelniku. Zde doslo k néko-
lika zadrhelim. Protoze Zaci nebyli pti pilotnim testovani dopiedu upozornéni na to, kolik
potiebuji mista kolem trojuhelniku, nékterym se ¢tverce nevesly celé a museli zacit kreslit
obrazek znovu. P¥i uziti appletu v dalsich t¥idach/hodinach je tedy vhodné mit tuto skuted-
nost na paméti a zaky upozornit, Ze je zapotiebi si nechat kolem obrazku na v$ech stranach
dostatek mista k vyrysovani ¢tverct nad stranami trojuhelniku.

Oba sestrojené ¢tverce posléze rozdélili na jednotkové ¢tverecky. Jednotkové ¢tverecky pak

meéli za ukol premistit (pferysovat) nad pfeponu daného pravouhlého trojuhelniku. Jejich
poslednim tikolem bylo zjistit, jaky geometricky utvar po ptemisténi jednotkovych ¢tvereckt
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nad pieponu pravouhlého trojuhelniku vznikne. Po dokonéeni tlohy si vétsina zaka at uZ
pti pilotnim, tak i pti ostrém testovani uvédomila, co se vlastné pti rysovani stalo. Tito Zaci
byli schopni vlastnimi slovy popsat vzniklou skute¢nost. Odhalili tedy za pomoci induktivni
metody pravidlo Pythagorovy véty.

Na otazku ucitele, zda by bylo moZné nad stranami trojuhelniku sestrojit i jiné obrazce nez
¢tverce, nékteré zaky napadly tyto nasledujici moznosti - rovnostranny trojuhelnik, pravidel-
ny Sestithelnik nebo pilkruh. Jejich tvrzeni byla mozn4 ovérit pomoci patého vytvoreného
dynamického appletu s nazvem Pythagorova véta trochu jinak.

Z péti vyse uvedenych dynamickych GeoGebra applett byla vytvotena online GeoGebra kniha
s ndzvem Pythagorova véta. Tato GeoGebra kniha je zatim pristupnd pouze skrze odkaz na
webovém linku https://www.geogebra.org/m/shz3n8dw.

Spolupracujici vyudujici ze ZS Libereckéa v Jablonci nad Nisou nés, oborové didaktiky, potésili
nasledujicim konstatovanim: ,Vytvoreny material budeme rozhodné vyuZzivat v dalsich letech,
a to nejen my, ale i dals$i nasi kolegové, které jsme s timto materidlem seznamili na jedné
z mnoha schiizek naseho metodického sdruzeni. Za velmi uzite¢nou povazujeme i databanku
popsanych vyukovych materiala.”
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Summary

Let’s summarize that there were mentioned and methodologically described three planimet-
ric warm-ups and two activities concerning the interpretation of the Pythagorean theorem
in the first chapter of the document. Three planimetric warm-ups as well as the activities
concerning the interpretation of the Pythagorean theorem were created as the dynamic
GeoGebra applets. The planimetric warm-ups introduce the preparatory tasks. Using the
first planimetric warm-up, the pupils practise the triangular inequality. Solving the second
planimetric warm-up, the children repeat the types of a triangle according to the sizes of
inner angles of a triangle. Calculating the size of an area of the drawn shape in the square
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net, the pupils improve their geometric thinking. All the planimetric warm-ups led to suc-
cessfully fulfil the tasks given in the main activity - dynamic applet concerning to find out the
Pythagorean theorem by the inductive method. It was realised that the activity was thought
out in such a way that is understandable for the pupils. Most of them was able to formulate
the Pythagorean theorem on their own.

Consequently, the online GeoGebra book named “Pythagorean Theorem” was created from
five above mentioned dynamic applets. The GeoGebra book “Pythagorean Theorem” can be

found on the web link https://www.geogebra.org/m/shz3n8dw.

The list of online teaching materials extended by short annotations was mentioned in the
second chapter of the document.

Finally, let’s mention that the cooperating teachers have tried to implement the created
materials into their lessons and that they were satisfied by all of them.
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4., Prace s kartézskou soustavou
souradnic

Vlasta Moravcovd, Jarmila Robovd, Stépdnka Karikovd

Abstrakt:

Piispévek byl sepsan jako metodicky material pro uéitele matematiky na druhém stupni
zékladn{ skoly a v niZz$ich roc¢nicich viceletého gymnazia. Je vénovan propedeutice analy-
tické geometrie, konkrétné zavedeni pravouhlé soustavy souradnic, ilohdm zamérenym na
procviceni soutadnic bodu a propedeutice pojmu vektor a jeho soutadnice. Diiraz je kladen
na propojeni nového uéiva s ué¢ivem jiz probranym, vizualizaci a procvi¢eni pojmu z oblasti
rovinné geometrie. Cilem je piedstavit nové pojmy zaktim nazorné a omezit jejich pouhé
formalni pochopeni na minimum. Materidl je doplnén sadou pracovnich listt.

Kli¢ova slova:
kartézska soustava soutadnic, soutadnice bodu, étverec, obdélnik, trojuhelnik, obvod, obsah,
algebraicky vyraz, prochazka soustavou souiadnic, vektor

Abstract:

The paper was prepared as a methodical material for mathematics teachers of the lower
secondary schools. It is devoted to propaedeutics of analytical geometry, particularly to
introduction of an orthogonal coordinate system, tasks focused on practicing point coordi-
nates and propaedeutics of the concept of vector and its coordinates. An emphasis is placed
on interconnection of the new subject matter with the one taught before, visualization
and practicing of plane geometry. The main aim is to introduce to pupils the new concepts
graphically and to limit their formal understanding. The material is completed with a set of
worksheets.

Keywords:
orthogonal coordinate system, point coordinates, square, rectangle, triangle, perimeter, area,
algebraic expression, walk in a coordinate system, vector

4.1 Uvod

Béhem spoluprace oborové didakticky RNDr. Vlasty Moravcové, Ph.D., z Katedry didaktiky
matematiky Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze s vyucujici Mgr. Sté-
pankou Karikovou z Sestiletého Gymndzia Na Prazac¢ce, Nad Ohradou 23, Praha 3 v rdmci
projektu vznikl ndmét pro vytvotreni vyukového materidlu vénovaného propedeutice ana-
lytické geometrie. Toto téma byva vyucovano zpravidla v 7. nebo 8. ro¢niku zakladni $koly,
av8ak velmi sporadicky. V u¢ebnicich je uvedeno jen omezené mnozstvi tloh, v nékterych
se téma omezuje jen na zavedeni kartézské soustavy souradnic za ucelem kresleni grafti
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funkci. P#i vyuce analytické geometrie ve vy$s$ich ro¢nicich gymnézia jsme pak dlouhodobé
pozorovaly problémy zakt s pochopenim uéiva souvisejici s formalnim chdpanim vztah,
rychlym vykladem a nedostate¢nou grafickou vizualizaci.

Predkladany materidl prinasi fadu namétt a inspiraci, jak praci s kartézskou soustavou pii-
rozené zaradit do vyuky (nejen v souvislosti s funkcemi) jiz na druhém stupni ZS. Domnivame
se, Ze pti opakovaném procvicovani a vraceni se k podobnym dlohdm Zaci ve vy$$im véku
nebudou mit tolik problémt s uéivem analytické geometrie. Nade domnénky jsme si také
experimentalné ovétily v praxi, viz (Moravcova & Katikové, 2018a, 2018b).

Metodicky material obsahuje tii stéZejni kapitoly popisujici idealni pribéh t# vyucovacich
hodin. Prvni{ hodina (kapitola 2) je vénovana zavedeni kartézské soustavy souiadnic a pro-
cvi¢eni soutadnic bodfi. Zahrnuje préaci s pracovnim listem Ctverec a obdélnik. Druha hodina
(kapitola 3) prohlubuje propojeni planimetrickych tloh s praci v kartézské soustavé soutad-
nic prostiednictvim pracovniho listu Trojihelniky a dalgich tloh. Tiet{ hodina (kapitola 4) je
zaméiena na propedeutiku pojmu vektor. Z4ci objevuji souvislost mezi zdpisem mnohoélent
s proménnymi x a y a pohybem v kartézské soustavé souradnic. Tento pohyb se nésledné
snazi zapsat jednoduss$im zptisobem, az dospéji k soutadnicim vektoru.

Predlozené ndméty neni nutné vyucovat jednorazové v nékolika po sobé jdoucich vyucovacich
hodinéach, naopak, ulohy je mozné zacletiovat do vyuky prabézné jako opakovani. Nékteré
ulohy a pracovni listy mohou téZ poslouzit k aktivizaci zak1, k odlehéeni hodiny apod.

Kromé metodickych pokynii popisujicich praci s uvedenymi tilohami ptikladame jako pfilohu
sadu pracovnich listti. K uloham z pracovnich listt je v textu uvedeno podrobné teseni.

4.2 Metodické pokyny
Cilovd skupina: zaci 8. ro¢niku zdkladni $koly a odpovidajici ro¢niky viceletych gymnazii

Cile materidlu: upevnéni dovednosti pouzivat souradnice bodu, zopakovani vlastnosti rovin-
nych dtvarti, propedeutika pojmu vektor

Potebnyj ¢as na aplikaci materidlu: t¥i aZ pét vyucovacich hodin dle schopnosti Zaki (t¥i hodiny
spise na viceletém gymndaziu; vice hodin v pripadé, Ze se Zaci se soustavou souradnic teprve
seznamuji, nebo dle potieby)

Predpokladame, Ze 74k jiz byl seznamen s principy kartézské soustavy soutadnic, orientaci
souitadnicovych os a se zapisem souitadnic bodu. Toto téma byva zpravidla vyucovano v sou-
vislosti se zavedenim pojmu funkce. V praxi se setkavame s tim, Ze zaci ¢asto zaménuji osy
x a y, maji problém zejména s uréenim soutadnic bodu leZicich na nékteré soutadnicové
ose a obecné uchopuji nové poznatky pouze formalné - nedokdazi je nasledné propojit se
znalostmi z ostatnich oblasti matematiky. Na stiedni $kole na toto téma piimo navazuje
analyticka geometrie v roving, ktera je vhodnou piilezitosti k propojeni algebry a syntetické
geometrie, av8ak pro zZ&ky se stava spiSe soustavou vzorct a pravidel, které se u¢i nazpamét

56



a bez souvislosti. Predkladany materidl je inspiraci k tomu, jak lze jiz na zédkladni $kole po
prvnim seznameni s kartézskou soustavou souiadnic toto téma provézat s dal$imi oblastmi
matematiky, nejen s funkcemi.

4.3. Prvni vyucovaci hodina

V uvodu hodiny pfipomeneme kartézské soutadnice a pravidla pro zapis soutadnic bodu.
Naésledné se zaky procvi¢ujeme tlohy, v nichZ nejprve jen zobrazujeme jednotlivé body nebo
urc¢ujeme souiadnice zobrazenych bodu. Dalsim krokem je zatazeni tloh, které souvisi s plani-
metrii. Zaci musi kromé novych poznatku o kartézské soustavé soutradnic vyu#it také poznatky
star$i (¢tverec, obdélnik a jejich obvod, obsah a dal3i charakteristické vlastnosti).

4.3.1 Pripomenuti zakladnich pojmua

Vhodnou motivaci pro zapis bod& pomoci soutadnic je moznost, jak umisténi bod ¢i objekt
presné a jednoznaéné matematicky popsat. Tento systém je béZné pouzivany v praxi, mame-
li k dispozici, mtizeme ukazat zakfim t¥eba geometricky plan né&jaké budovy/pozemku. Zaci
se jiz pravdépodobné setkali s GPS soutadnicemi, lze je upozornit, Ze se jedna o obdobnou
zélezZitost.

Doporuc¢ujeme, aby uéitel u tabule ptipomenul pravidla pro znézornéni bodu v soustavé
soutadnic (pfedpokladame, Ze %4k jiz pojem kartézska soustava soutadnic znd ze 7. ro¢niku;
pokud ne, je tieba vénovat vice ¢asu tivodnimu procviteni, neZ prejdeme k aktivitdm 3 a 4).
Lze vést rozhovor s zaky, poptipadé vyzvat zéky k aktivni ¢innosti u tabule. Cinnost utitele,
ptiklady kladenych otéazek, spravné odpovédi a ¢asté chyby zaka véetné nékolika metodic-
kych doporuéeni zachycuje tabulka 4.1.

Tabulka 4.1: Pfipomenuti pojmu souradnice bodu

e v . v Spravné . P

Cinnost ucitele Otazky/pokyny uditele odpovédi Obvyklé chyby/doporuéeni
Jak znacime osy soustavy X, Y z4ci zaméni osy; osy je tteba
soufadnic? Ktera je ktera? v obrazku popsat

90°/jsou na sebe  pravy thel Ize vyznagit

.. P
Jak velky thel sviraji? Kkolmé v obrazku

1) Zakresli osovy kiiz. poétek soustavy

PR sedik?
Jak se nazyva jejich prasetik? soutadnic

doporucujeme oznacit O

Jaké ma pocatek souradnice?
Ktera soufadnice je [0; 0] z4ci zaméni osy
x-ova a kterd je y-ova?

2) Nakresli na obou Kterym smérem nanasime klad-

osach obrazy nékolika n4 ¢isla na osu x? od pocatku zaci zaméni smér kladné
celych ¢isel (napt. od (Podobné pro zaporna ¢isla doprava a zaporné poloosy

-4 do 4). a analogicky pro osu y.)
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3) Vyznati obraz ¢isla 1
na obou osach.

Vyznacdte daldi obrazy ¢isel na
osach.

1ze vyzvat nékterého zéka,
aby znéazornil nékolik ¢isel
na tabuli

4) Vyznadi zietelng
(véetné pomocnych
kolmic k soutadnico-
vym osam) obraz bodu
Al2; 3].

Jakou ma bod A
x-ovou soufadnici?

dopliiujicimi otdzkami
(,opravdu 27, ,jak to
pozname?“) ovéiujeme poro-
zuméni i u zaki,

kteti nereaguji

Jakou méa bod A
y-ovou soutadnici?

zapi$eme soutadnice bodu
A na tabuli a nad ptislusna
¢isla napiseme ,x"“ a ,y*

5) Zapise na tabuli
nazev a souiadnice
dalsiho bodu, napt.
B[4; 1].

Jaka je x-ova soutadnice
bodu B?
(Podobneé pro y.)

zaci zameéni soutradnice

Zakreslete dany bod B
do soustavy soufadnic.

zaci zakresli bod [1; 4]; nepo-
pisi bod; nenaznac¢i pomocné
kolmice a zaroven nacrtnou
bod velmi neptesné; je tieba
prochazet tfidu a kontrolovat

jejich praci; muZeme vyzvat
néjakého zaka k zakresleni
bodu na tabuli

Na odpovédi zakt je tteba adekvatné reagovat, odpovédi korigovat, opravovat a uptesnovat.
Je-li teba, spole¢né se tiidou znazornime vice rtiznych bodu (opakujeme ¢innost uditele 4
a 5, pridavame zaporné a nulové soutadnice). Ve chvili, kdy lze pozorovat, Ze si v§ichni Zaci
dostate¢né pripomnéli souvislost mezi zapsanymi soufadnicemi bodu a jeho zndzornénim
v soustave soufadnic, mtzeme prejit k dals§im aktivitam.

4.3.2 Procviceni soutradnic bodu

Pomoci druhé aktivity ovéime, zda skuteé¢né vsichni Zaci chdpou spravné praci s body v sou-
fadnicovém systému. Zaktim rozdame pracovni list Souradnice bodu (ptiloha A) a nechame

jim ¢as na samostatné vyteseni obou tloh (¢as je titeba nastavit vhodné dle schopnosti zak,
obvykle stac¢i cca 10 minut).

V prvni dloze pracovniho listu zaci maji za tkol zakreslit do pfipravené kartézské soustavy
soutadnic body A[3; 2], B[6; -1], C[-2; -1], D[0; 4], E[-5; O], F[5; -3]. Ve druhé tloze naopak maji
uvést soutadnice jiZ zakreslenych bodt a déle nékteré z téchto soutadnic porovnat. Zaktm
je tieba vysvétlit pouZité znaceni: x/y oznaduje x-ovou/y-ovou soutadnici a dolnf index uréuje
bod, jehoz soutadnice nés zajima.

Poté spoleéné s zaky tlohy zkontrolujeme. Bud vyvolavame jednotlivé zaky k tabuli, aby
postupneé dané body zakreslili (je tieba jim piedkreslit soustavu soutadnic s vhodné zvolenou
jednotkou), nebo s nimi vedeme rozhovor a zakreslujeme body dle jejich pokynt. V obou pi#i-
padech opakované vyzyvame zaky k tomu, aby se vyjadrili, zda s danym feSenim souhlasi, ¢i
zda navrhuji feSeni jiné a pro¢. Zjistujeme tak, kolik zakd ma ulohy spravné a pokud nékdo
udélal chybu, tak v ¢em spociva.
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Regeni tlohy 1 uvadime na obr. 4.1, fe$eni tlohy 2 je nasledujici: Q[2; 4], R[6; -3], S[-4; 2], T[-2;
-5], U[6; 2], V[-4; -2], W[2; -2]; doplnéné znaky: a) =, b) >, ¢) =, d) <, e) >, {) <.

@

Y

n

w

"

Obr. 4.1: Reseni ullohy 1 z pracovniho listu Souradnice bodu

Pro zakreslovani/znazoriiovani bodt pted t¥idou lze vyuZit rizné pomutcky. Mtzeme pouZit
interaktivni tabuli, na niZ si zobrazime osy véetné jednotkové miizky. Pozadované body pak
zakreslujeme rovnou do této m#izky. Je vhodné vyznacit vzdy pomocné ¢ary vedouci od zob-
razenych bodd kolmo k osdm x a y, aby si Zaci uvédomili, jak mohou bod zfetelné zakreslit
i v ptipadé, ze nemaji miizku piedkreslenou. Pokud mame k dispozici magnetickou tabuli,
muZeme si soustavu souradnic véetné miizky ptipravit na tuto tabuli a jednotlivé body pak
zndazornovat pomoci magneti. Oba vy$e uvedené zptisoby jsou vyhodné ve chvili, kdy zak
udéla chybu a je tfeba ji opravit. Pokud v§ak zddnou z uvedenych pomticek k dispozici nema-
me, vystacime si i s oby¢ejnou tabuli. Zde je v8ak tieba peclivé, idealné s pomoci pravitka,
konstruovat osy i zakreslovat jednotlivé body.

Typickymi zakovskymi chybami v téchto tlohach jsou, jak jiz bylo naznac¢eno v tabulce 1,
zdména soutadnic x a y a zdména orientace os. Pfi porovnavani soutadnic ve druhé dloze se
mohou objevit Zaci, kteti budou soutadnice vnimat v absolutni hodnoté, jako vzdalenosti od
potétku (diky ¢emuz uvedou naptiklad $patné, Ze x,, = y).

4.3.3 Pracovni list Ctverec a obdélnik

V predchozi aktivité si Zaci pripomnéli a procvidili zapis souradnic bodu a jejich vyznam pro
znéazornéni bodu v roviné. Nyni tuto dovednost postupné za¢neme propojovat s poznatky
z dal8ich témat. Cilem tieti aktivity je procvicit nejen uvedenou dovednost, ale také ji pro-
vazat s dal$imi oblastmi matematiky, aby ji Zaci za¢ali vnimat jako ptirozenou, nikoliv jako
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izolovanou, soucast znalost. Zaroven tim v dal$ich dlohach zopakujeme nékteré vlastnosti
rovinnych ttvard.

Zaktm rozdame pracovni list Ctverec a obdélnik (ptiloha B) a nechame je samostatné pra-
covat. Pokud vime, Ze mame ve tiidé slabsi zaky, ktefi si sami s ilohami neporadi, mtizeme
zaky roztridit do vykonnostné smiSenych skupin a nechat je fesit tlohy ve skupinach. Na
vyteSeni pracovniho listu Zaci obvykle potiebuji asi 15 az 20 minut. Poté miZeme bud pra-
covni listy vybrat a samostatnou praci zakt opravit a ohodnotit, nebo listy s Zaky spole¢né
ihned projdeme a zkontrolujeme. Pro druhou variantu je vhodné mit pfipravené feseni, které
promitneme pomoci dataprojektoru.

Prvni uloha: Jsou dany body A[4; -2] a C[4; 4]. Usetka AC je thloptickou &tverce. Narysujte
do soustavy soutadnic (dole na strance) ¢tverec ABCD; zapiste soutadnice bodu B a D; zapiste
soutadnice stiedu S ¢tverce ABCD; vypocitejte obsah &tverce ABCD.

Reseni: Sestrojeny &¢tverec ABCD je na obrazku 4.2. Vrcholy lze popsat po sméru i proti sméru
hodinovych ruc¢itek (pro soutadnice bodt B a D jsou tedy dvé feseni), obvyklejsi je viak popis
proti sméru hodinovych rugicek, tedy bod B méa souiadnice [7; 1], bod D[1; 1]. Stied S &tverce
ABCD mé soutadnice [4; 1]. Obsah lze vypoditat nékolika zptisoby:

e uréenim poctu celych jednotkovych étverecki a ,ptlétvereckn’;

o uréenim rozdilu obsahu opsaného ¢&tverce o strané 6 cm a ¢tyt pravouhlych trojuhelnikt
0 odvésnach 3 cm;

e roziezanim ¢tverce pomoci jeho thlopfi¢ek na &tyti pravouhlé trojuhelniky a jejich pte-
skladanim do obdélniku o strandch 6 cm a 3 cm;

e vypoctem podle vztahu ,obsah ¢tverce je roven poloviné souc¢inu délek jeho thlopti-
cek";

o vypocétenim délky strany daného ¢tverce pomoci Pythagorovy véty a dosazenim do zndmého
vztahu ,obsah ¢tverce je roven druhé mocniné délky jeho strany®

Spravnym i'e$enim je obsah S = 18 cm?. Lze pozorovat, jaky postup Zaci preferuji a jakych chyb
se v zavislosti na zvoleném postupu dopoustéji. Miizeme je vyzvat, aby hledali vice riznych
postupt a tak si ovétili spravnost svého feseni. Je mozné, Ze s Pythagorovou vétou nebo se
vztahem pro obsah ¢tverce v zavislosti na délce uhlopticek zatim nebyli ve $kole sezndmeni,
prvni t¥i postupy by v8ak Zaci 8. ro¢niku zvladnout méli.

V rédmci pilotaZe byla tato tiloha zadana zakam rtznych roénikt viceletého gymnézia, mladsi
z4ci ulohu resili nejéastéji jednim z prvnich t¥i uvedenych postupti a spravné, naopak starsi
74ci se snazili dosazovat do zndmych vztahti a ¢astéji chybovali (Moravcova & Katikova,
2018D).

Druha uloha: Jsou d4ny body K[-5; -1] a L[-1; -1]. Usec¢ka KL je stranou obdélniku KLMN.

Sestrojte jeho zbyvajici vrcholy, jestliZe vite, Ze obsah obdélniku je 12 cm?. Najdéte vSechna
reSeni a do obrazku zapiste soutadnice nalezenych bodt M, N.
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Reseni: Tato tloha m4 2 fegent (obr. 4.2). Souradnice hledanych boda jsou: M,[-1; 2], N,[-5; 2],
nebo M,[-1; -4], N,[-5; —4]. Na druhé Fedeni z4ci ¢asto zapominaji, nebot jsou nespravné fixo-
vani jen na popis vrcholt proti sméru hodinovych rugi¢ek. Tuto fixaci v§ak nedoporucujeme
podporovat, nebot bychom narazili na komplikace v dal§im u¢ivu (osovd soumérnost, uréent
poctu feseni konstrukéni ulohy, popis stén téles).

4
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Obr. 4.2: Resent tiloh z pracovniho listu Ctverec a obdélnik

sv s

4.3.4 Mnoziny bodtu dané vlastnosti (obtiZnéjsi tlohy)

Tato aktivita se hodi pro zabaveni rychlejsich a Sikovnéjsich zakd, s celou t¥idou se v rdmci
jedné vyucovaci hodiny spolu s ptedchozimi aktivitami na zdkladé nasich zku$enosti jiz
patrné nestihne. Jedna se o obtiznéjsi ulohy, které mtizeme zadat jednotlivetim, skupiné zakt
i jako domaci praci celé tridé. Jedna se o sérii problémovych tloh, v nichZ poZzadujeme po
zacich zakreslit piisludné body do kartézské soustavy souiadnic, popiipadé urcovat vlast-
nosti souradnic znazornénych bodt. Body v8ak nejsou zadany jednoduse jako v predchozich
aktivitach.

Prvni uloha: Jsou dany body: A[-3; 2], S[0; 2]. Zakreslete a zapi$te soutadnice:

a) bodu B tak, aby S byl sttedem usecky AB;

b) bodu C tak, aby A byl stitedem usecky SC;

c) bodu M, ktery je stitedem tsetky AS;

d) bodi K, L, které lezi na piimce AS a jsou od bodu S stejné daleko, jako je bod M od bodu
C.

Reseni: B[3; 2], C[-6; 2], M[-1,5; 2], K[-4,5; 2], L[4,5; 2.
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Druha dloha: Uvedenou barvou zakreslete véechny body, jejichZ x-ové soufadnice je 3 a za-
roven y-ova soufadnice je vétsi nez -2 a zaroven je rovna

a) plirozenému ¢&islu mensimu nez 5 (zelend);
b) celému ¢islu mensimu nez 5 (Cervend);
c¢) libovolnému realnému é&islu (Zluta).

Reseni: a) body A, B, C, D; b) body E, F, G, H, I, ], pti¢emZ prvni &tyti z nich splyvaji s fe$enim a);
c) feenim je kazdy bod Zluté znazornéné poloptimky vyjma pocateéniho bodu K (obr. 4.3).

y
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Obr. 4. 3: Reseni druhé tlohy

Tieti dloha: Zakreslete usetku AB, jestlize: A[-1; 1], B[-1; 3]. Zapiste, co plati pro libovolny
bod C, ktery lezi na usetce AB (dopliite vhodné znaky =, <, <, >, 2):

X, -1 Ygoe 1 Ygoeen 3

G
Reseni: x,=-1,y,>1,y,<3.

Ctvrta uloha: Zakreslete obdélnik KLMN, jestlize: K[-1; -2], L[5; -2], obvod obdélniku je 18
a y-ova soutadnice bodu M je kladna. Zapiste, co plati pro libovolny bod Q obdélniku KLMN
(dopliite vhodné znaky =, <, <, >, ):

Xg e 1 Xgewwne D Yg eew 2 Ygeew 1

Reseni: Bod M ma soutadnice [5; 1], bod N[-1; 1]. Pro soutadnice bodu Q plati: x,, > -1, X, <5,
Ygz-2, Y=L

vvvvvv

na - za¢iname izolovanymi body, postupné pracujeme s celo¢iselnymi, racionalnimi a nakonec
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s redlnymi souitadnicemi. Podle toho, zda a jak se zaktim daii tyto ulohy fesit, miize uditel
sam vymyslet jejich obmény - snazsi i obtiZznéjsi.

Prvni tlohu lze ztizit umisténim tsecky AS do soustavy soutadnic ,$ikmo“. Ve druhé tdloze
se miiZeme ptat, jak se nazyva objekt, ktery je zakreslen zlutou barvou (poloptimka). Zde je
jiz pro Zaky obtiZzné predstava nekonecna, vSechny poZadované body vlastné nelze zakres-
lit, mGZeme si je jen predstavit. Riznymi obménami zaddni maZeme po Zacich pozadovat
zakresleni usecek ¢i pfimek. Ve tfeti a étvrté dloze si zaci uvédomuji existenci vnitinich bod
danych dtvart a jejich nekoneény podet.

4.4 Druha vyucovaci hodina

Dalsi vyuéovaci hodina pfimo navazuje na piedchozi. Pracujeme se soutadnicemi bodq,
zaroven vsak toto téma aktivné propojujeme s diive ziskanymi poznatky z oblasti planime-
trie. Procvi¢ujeme tak nadéale zakreslovani bodi danych souradnicemi a naopak uré¢ovani
soufadnic jiz zakreslenych bodti, zaroveti véak opakujeme obvody a obsahy rovinnych tutvart,
jejich vlastnosti i shodnd zobrazeni.

4.4.1 Pracovni list Trojiihelniky

Zaktm rozdame pracovni list Trojihelniky (ptiloha C) a nechdme je samostatné pracovat.
Pokud vime, Ze mame ve tfidé zaky, ktefi si sami s iulohami neporadi, mizeme zaky rozdélit
do vykonnostné smiSenych skupin a nechat je fesit ilohy ve skupinach. Na vyieSeni pracov-
niho listu zaci obvykle potfebuji asi 20 az 25 minut. Poté mtizeme bud pracovni listy vybrat
a samostatnou praci zakd opravit a ohodnotit, nebo listy s Zaky spole¢né ihned projdeme
a zkontrolujeme. Pro druhou variantu je vhodné mit pfipravené reseni, které promitneme
pomoci dataprojektoru.

Ukolem 24kt v pracovnim listu je sestrojit dva trojuhelniky, ABC a KLM, jejichZ vrcholy jsou
zadany pomoci soufadnic: A[-4; 1], B[-1; 2], C[-1; 4], K[3; 1], L[7; -1], M[3; 3]. Poté maji Zaci
uréit vlastnosti obou trojihelniki (tj. rozhodnout o kazdém trojuhelniku, zda je napt. rovno-
stranny, pravouhly apod. - pokud Z4ci nepochopi zadani, je tieba jej dovysvétlit) a vypoditat
obsah obou trojuhelnikii. Vypodétu obsahu piedchéazi pokyn: ,V obou trojihelnicich barevné
vyznacte a popiste stranu a k ni ptislusnou vysku, kterou miizete co nejvyhodnéji pouzit
k vypoétu obsahu trojuhelniku.” Cilem je pfimét Zaky k zamysleni se nad tim, u kterych stran
a vysek jsou schopni snadno ur¢it jejich rozmér.
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Obr. 4.4: K tesent pracovntho listu Trojiihelniky

Reseni (obr. 4.4): Trojihelnik ABC je rovnoramenny a pravouhly. Pro vypodet obsahu je
vyhodné pracovat se stranou a a s ptisluSnou vyskou v, nebot tyto usecky jsou v soustaveé
soutadnic umistény svisle, resp. vodorovné. Obsah trojihelniku ABC je roven 9 cm?. Troju-
helnik KLM je raznostranny a tupothly. Pro vypocet obsahu je vyhodné pracovat se stranou
la s ptisludnou vyskou v, nebot tyto tiseky jsou v soustavé soutadnic umistény svisle, resp.
vodorovné. Obsah trojihelniku KLM je roven 4 cm?.

Skutecnost, Ze je trojuhelnik ABC pravouhly, mtze vést nékteré zaky k ndpadu pracovat pii
vypoctu obsahu s jeho odvésnami. Pokud v$ak je$té neznaji Pythagorovu vétu, nemohou délku
odvésen vypoditat. S objevenim vhodné strany a ptislusné vysky v tupoihlém trojuhelniku
maji Zaci zpravidla potize (Moravcova & Katikova, 2018a, 2018b). Casto zkousi pouZit vysku
ke strané k, nebot ta jedinéa lezi uvnitt trojuhelniku (obr. 4.5).

|
|
e
|

|

s}

Obr. 4.5: Zdkovské reseni pracovniho listu Trojtihelniky, ukdzka
volby nevhodné vysky v tupotihlém trojiihelniku
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U trojuhelniku ABC lze obsah snadno vypocitat také prostym uréenim poctu jednotkovych
¢tverecku a ,pulétvereckt”. Trojuhelniku KLM muZeme opsat ¢tverec PLQM o strané 4 cm
a od jeho obsahu odeéist obsahy pravouhlych trojuhelniktt QLK a LQM, jejichZ vypocet je
snadny.

4.4.2 Dalsi ulohy

Pracovni listy Ctverec a obdélnik a Trojtihelniky ptedkladaji ilohy, které lze povaZovat za ele-
mentarni. Podobné dlohy lze v$ak s ohledem na znalosti a schopnosti zakti gradovat, zatadit
dal$i rovinné atvary a shodné zobrazeni. V ramci druhé aktivity ptredkladame pro inspiraci
nékolik uloh v raznych stupnich obtiZznosti. V dalsi ¢4asti vyucovaci hodiny miZeme, podle
¢asu, nechat zaky resit alespon vybrané z néasledujicich uloh. Poptipadé lze aktivitu v zdjmu
zpestieni pojmout jako soutéz tymia.

Prvni uloha: Urcete celo¢iselné souradnice bodu C tak, aby obsah rovnoramenného troju-
helniku ABC byl 6, jestlize:

a) A[3; -3], B[3; 1];
b) A[-4; -2], B[O; -3,5].

Regeni: a) tloha ma dvé feseni - C,[0; -1], C,[6; -1]; b) uloha m4 dvé feseni - C,[-4; -5], C,[4;
-2]. V podiloze b) byva pro zaky obtiZné objevit druhé feseni, trojihelnik s vrcholem C, je
takovy, Ze AB je zédkladnou trojuhelniku. Pokud dlouho nemohou zZadné *eseni najit, je mozné
jim poradit, Ze AB muZe byt i ramenem rovnoramenného trojihelniku.

Druha uloha: Je dan trojuhelnik ABC, kde A[3; 2], B[5; 1], C[4; 5]. Zapiste soutadnice vrcholt
trojuhelniku A'B'C", ktery ziskame:

a) jako obraz trojuhelniku ABC v osové soumérnosti s osou y;

b) jako obraz trojuhelniku ABC ve stiedové soumérnosti se stiedem v pocatku soustavy
soufadnic;

c) jako obraz trojuhelniku ABC ve sttedové soumérnosti se stitedem v bodé S[3; 3].

Reseni: a) A'[-3; 2], B[-5; 1], C'[-4; 5]; b) A'[-3; -2], B[-5; -1], C'[-4; -5]; ¢) A’[3; 4], B[1; 5], C'[2;
1]. Osova soumeérnost byva pro z4ky zpravidla snazsi nez stfedova. Pokud se s osovou nebo
sttedovou soumeérnosti dels$i dobu nesetkali, je vhodné jim nejprve ptipomenout pravidla
pro zobrazeni bodu v obou soumérnostech. S zaky mtizeme nésledné diskutovat, co obecné
plati pro soufadnice zobrazovanych bodt (pti zobrazeni v osové soumérnosti s osou y se x-
ovéa soutadnice zobrazovaného bodu méni na opac¢nou a jeho y-ova souiadnice se neméni;
ve stfedové soumeérnosti se stiedem v po¢atku soustavy souradnic se méni na opa¢né obé
soutadnice zobrazovanych bodt; ve sttedové soumérnosti se stiedem v bodeé [3; 3] ziskame
soutadnice obrazu bodu jako rozdil ¢isla 6 a ptislu§né ptivodni soutadnice).

Tteti uloha: Jsou dany body A[O; 0], B[4; 0], D[1; 2]. Zapiste soutadnice bodu C tak, aby &tyi-
thelnik ABCD byl:
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a) rovnoramenny lichob&znik se zédkladnou AB;
b) rovnobéznik;
c¢) lichobéznik se zdkladnou AB o obsahu 10.

Reseni: a) C[3; 2]; b) C[5; 2]; ¢) C[7; 2]. Touto tlohou opakujeme vlastnosti rovnob&zniku
a (rovnoramenného) lichob&Zniku. Lichob&Znik, ktery vychazi jako fe$eni podulohy c), je
tvarové netypicky a jeho objeveni miize ¢init Zaktim potiZe. Setkali jsme se i s ndzorem Zaka,
Ze takovy utvar nenfi lichobéznikem.

Ctvrta tloha: Vypoditejte obsahy &tyiihelnikt z predchozi tlohy - a), b). Ktery ze viech ti
¢tyruhelnikt z predchozi lohy ma nejvétsi obvod, a ktery ma nejmensi obvod? Zdavodné-
te.

Re3eni: Obsah rovnoramenného lichobé&#niku je 6, obsah rovnobézniku je 8. Nejvétsi obvod
ma utvar c), nejmensi utvar a). Zdtvodnéni mtize byt podloZeno porovnanim délek stran
zadanych ¢tyfuhelnikd. Strany a a d maji vSechny tii utvary shodné. Prvni dva utvary se lisi
pouze v délce strany c, v rovnobézniku je tato strana del$i neZ v rovhoramenném lichobé&z-
niku. Obvod rovnobézniku je tedy vétsi. Posledni titvar ma stranu ¢ nejdel$i a navic ma delsi
stranu b nez prvni dva dtvary, proto méa nejvétsi obvod. Pokud Zaci znaji Pythagorovu vétu,
mohou obvody v8ech ti#* utvart vypocitat.

Ctvrta uloha: Sestrojte kruznici k se sttedem S[1; 1] a polomérem 5. Zapiste co nejvice bodu
s celo¢iselnymi soutadnicemi, které lezi na kruznici k.

Reseni: Takovych bodi je celkem 12 ([6; 11, [5; 4], [4; 5], [1; 6], [-2; 5], [-3; 4], [-4; 1], [-3; -2, [-2;
-3], [1; -4], [4; -3], [5; -2]). Zaci snadno objevi krajni body vodorovného a svislého priméru.
Dalsi body naleznou diky ptesnému rysovani, Ze tyto body skute¢né na kruznici lezi, mohou
ovérit Pythagorovou vétou. Pokud ji zatim neznaji, tak lze uzit k sestrojeni kruznice program
GeoGebra.

4.4.3 Vlastni ulohy zaku

Je mozné, Ze prvni a druhou aktivitou zcela vycerpame ¢as ve druhé hodiné. Pokud vsak
néjaky prostor do konce vyucovaci hodiny zbyva, vyzveme zaky, aby kazdy vymyslel svou
ulohu (obdobnou nékteré uloze z predchozi aktivity). Miizeme specifikovat okruh uloh tim,
Ze ur¢ime utvar a vlastnost, naptiklad:

a) trojuhelnik, obsah;
b) obdélnik, dhlopticky;
c) lichobé&znik, obsah;
d) &tverec, obvod.

S vymy$lenymi tilohami lze nasledné nalozit rizné, podle mnozstvi zbyvajiciho ¢asu do konce
vyucovaci hodiny. Miizeme je od zakt vybrat, nasledné z nich vybereme ty nejzajimavéjsi
a sestavime z nich zadéni, které v nékteré z dal$ich hodin ptedlozime zaktm na tvod jako
opakovani. Je-li ¢asu dostatek, tak jesté v hodiné nechdme zaky, aby si zadani ve dvojicich
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navzajem vymeénili a snazili se vytesit ulohu spoluzaka. Poté si fe$eni zase ve dvojicich vrati
a autor kazdé ulohy se pokusi spoluzdkovi jeho reSeni opravit. Spole¢né pak diskutujeme
ptipadné nejasnosti.

4.5 Treti vyucovaci hodina

Tteti vyudovaci hodina je zamétena na propedeutiku pojmu vektor. V matematice se s timto
pojmem Zaci setkavaji az na stedni $kole. Na procvi¢eni nemaji dostatek ¢asu a ze zku-
$enosti vime, Ze jejich poznatky jsou ¢asto jen formalni - soutadnice vektoru mechanicky
pocitaji jako rozdil soutradnic prislusnych bodt, avsak nemaji vybudovanou geometrickou
predstavu pojmu vektor. P¥itom s timto pojmem lze pracovat jiz na zadkladni §kole, a to zcela
intuitivné, slovo ,vektor* viibec nemusime vyslovit. Pokud pouZijeme soustavu soutadnic,
staci specifikovat pohyb ve sméru osy x a pohyb ve sméru osy y a vhodné jej zapsat, idealné
nejprve néjakym zptisobem, ktery jiz zaci znaji.

V nésledujicim textu nabizime jeden z moZnych zptisobt z4pisu pohybu. Pracujeme s jednodu-
chymi algebraickymi vyrazy, které byvaji v 8. roéniku ZS vyu¢ovany. Zaci se diky tomu nejen
prirozené setkaji s vektory, ale propoji si zapis mnohoclent: (tedy pro nékteré z nich ,nudné
pocitani“) s geometrii. Aktivita jim umozni vyrazy s neznamou konkrétné reprezentovat.

4.5.1 Prochdzky zapsané pomoci vyraza

Pro prvni aktivitu vyuZijeme prvni stranu pracovniho listu Prochdzky soustavou soufradnic
(ptiloha D). Tato strana obsahuje dvé tlohy. Prvni z nich je nacvikova, druhé slouzi k ovéient,
zda Z4aci novy princip zapisu pohybu pochopili.

Prvni uloha: Na obrazku (obr. 4.6) je zakreslena prochézka po Gtvercové siti s potatkem
v bodé [0; -2], kterou bychom zapsali takto: +2x; +y; —X; +2y; +X + y; +2%; —2X + 2y; —X; + V;
-x +y. Dokreslete do obrazku prochéazku se stejnym pocéateé¢nim bodem tak, aby byla osové
soumerna s jiz zakreslenou trasou podle osy y. Tuto novou prochazku zapiste. Co vdm obra-
zek pripomind?

Ukolem 74kt je nejprve se v obrazku zorientovat, pochopit systém zapisu ,prochazky”. K tomu
jim jsou ndpomocny $ipky, které naznacuji smér pohybu. V dalsi fazi zakresluji trasu v osové

soumeérnosti. Nejtézsi fazi je pro zaky zapis nové prochazky. Otazka v zavéru zadani tilohy
slouzi k zpestteni hodiny a umoznuje i slabsim zakam se realizovat.

Zapis osové soumérné prochazky (obr. 4.7 vlevo) je nésledujici:-2x; +y; +x; +2y; -x + y; -2x;
+200 + 2Y; X5 +Y; X+ .

Aktivita byla vyzkou§ena s Zaky rizného véku od 7. roénikt zédkladni koly vyse (Moravcova
& Katikov4, 2018b). S pochopenim zapisu prochéazky vétsina z nich neméla problém. Nékteti
sami odhalili, Ze sta¢i ve vyrazech zménit znaménko u ¢lenu s proménnou x. Vysledny obrazec
zaktim nejcastéji pripominal letadlo, ptéka, vlastovku apod.
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a

Obr. 4.6: Zaddni proni prochdzky

Druha tdloha: Zakreslete prochazku z po¢ate¢niho bodu [-3; -2]: +2x; +2x + 2y; —x + y; +x +
Y —2X + 2y, T2 + Y, 42X ~2Y; TX T Y5 HY; X Y X

RESEN ZADANI /

Obr. 4.7: Prochdzky - tesent proni tilohy (vlevo), fesent druhé ulohy (vpravo)

Tato tloha slouzi k ovéteni, Ze Zaci v ptedchozi tloze spravné pochopili zapis prochazky.
Ve druhé dloze (na rozdil od otekavani zaki) nevychazi zadny zajimavy obrazec (obr. 4.7
vpravo), coz nékteré Zaky zpravidla mate (obr. 4.8) a musi se znovu vratit k uloze ptedchozi,
aby si naplno uvédomili pravidla zapisu.
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Obr. 4.8: Ukdzka chybného Zdkovského reseni druhé ulohy
z pracovntho listu Prochdzky soustavou soufradnic

Obé udlohy se osvédéilo zadat jako samostatnou praci, nebot ve skupinkach se obéas mtize
schovat z4k, ktery zapis nepochopil. Po prvni dloze, kterad zaktm zabere ptiblizné 10 minut,
je vhodné s zaky probrat, co objevili, jak zapis funguje. Mtizeme také do soustavy soufadnic
na tabuli naé¢rtnout jednoduchou prochazku skladajici se teba jen ze dvou az tii vektort
a ovétit, Ze Zaci dokaZi tuto prochazku zapsat diive, neZ se pusti do fe$eni druhé tlohy. Cas
na feSeni druhé dlohy se u jednotlivych zaku, s nimiz byla aktivita vyzkou$ena, vyrazné lisil.
Pohyboval se v rozmezi cca 3 az 12 minut. Rychlej$im zakim mtzeme dat mezitim k feSeni
obdobné ulohy z dal$iho pracovniho listu (viz ptiloha E, véetné fe$eni), které jsou vhodné
zejména na predvanocni hodinu.

4.5.2 Prochdzky zapsané v souiadnicich

Druha strana pracovniho listu Prochdzky soustavou souradnic (ptiloha D) obsahuje tytéz dlohy;,
avSak zapsané v podstaté pomoci vektort. Jednotlivé ¢asti prochazky jsou zapsany pomoci
uspotadanych dvojic ¢isel, kde prvni ¢islo je x-ovou a druhé y-ovou soutadnici vektoru. Pro
odliseni od zapisu soutadnic bodi jsou pouzity kulaté zavorky.

S témi to tlohami lze pracovat riznym zptisobem. Po provedeni predchozi aktivity mtZeme
z&ky vyzvat, aby sami zkusili vymyslet néjaky jiny, stru¢néjsi zapis prochazky. Na zakla-
dé nasich zkuSenosti je pravdépodobné, ze nékterého zdka napadne pravé zapis pomoci
uspotadanych dvojic. Poté zaky nechame vytesit pripravené ilohy. Pokud mame podezieni,
Ze jiz jen kopiruji prvni stranku pracovniho listu a nad novym zéapisem ptili§ nepiemysli,
muiiZzeme druhou stranu pracovniho listu pouZit pouze jako ukazku a zaktm zadat ulohy 3
a 4 z pracovniho listu E.

S kreslenim a zapisem prochazek mame pozitivni zkuSenost nejen s zaky zakladni $koly,

ale také s zaky vyssich ro¢nikt stedni $koly, kteti si diky témto tloham vytvotili vizualni
predstavu vektoru.
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4.5.3 René Descartes

Posledni aktivita je jiZ jen procvi¢enim pohybu v kartézské soustave souradnic pomoci vek-
torové zapsané prochdazky, zaroven - diky tomu, Ze je zadana hravou formou - pfinasi zaktim
odreagovani a také informaci z meziptedmétové oblasti.

Z4ktim rozdame predkreslenou soustavu soufadnic, v niZ je vyznaéeno nékolik bodu (piilo-
ha F). Ukolem je zakreslit dvé prochazky zadané pomoci vektorti (Ize pochopitelné prevést na
zapis pomoci algebraickych vyrazu), které za¢inaji v potatku soustavy souiadnic. Pokud Zaci
zapisi pismena (nazvy bodt) v tom potadi, jak jimi prosli, ziskaji jméno a piijmeni (pochopi-
telné bez diakritiky, tu miizeme posléze upfesnit) matematika René Descarta.!

4.6 Zavér

Material predklada sadu dloh, které byly vyzkouseny s zaky rtiznych roénikt druhého stupné
ZS i viceletého gymnazia véetné vyssich roénikii gymnézia. Dle zkuSenosti z pilotaZe tilohy
pomaéhaji zaktim vytvorit a upevnit si adekvatni ptedstavy o soutadnicich bodu; zdkam
vyssich ro¢nikt napomohly k vizualizaci pojmu vektor. Ulohy navic umo#nily zopakovani
a procviceni vlastnosti nékterych geometrickych utvart jako ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik,
lichobéznik aj. Zaci pti FeSeni pouZzivaji nejen vypocty, ale i geometrické konstrukce a rtizné
symbolické zapisy, ¢imzZ si propojuji razné pristupy k popisu rovinnych objektt.

Uvedené tlohy lze pouzit ve vyuce v takové podobé, ve které jsou predkladany. Zaroven vsak

zadani, podle toho, které ucivo potiebujeme s zaky cilené procvidit.
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Summary

The methodological material contains three key chapters describing the ideal course of three
lessons. The first lesson (Chapter 2) is devoted to the introduction of the Cartesian coordinate
system and the practicing of point coordinates. It includes work with Square and rectangle
worksheet. The second lesson (Chapter 3) deepens the interconnection of plane geometry
tasks with work in the Cartesian coordinate system through the worksheet Triangles and
other tasks. The third lesson (Chapter 4) focuses on the propaedeutic of vector concept. Pupils
discover the relation between algebraic expressions with variables x and y and motion in
the orthogonal coordinate system. This movement then tries to write in a simple way until
they achieve the vector coordinates.

The presented tasks have been tested with pupils of different grades of the lower and upper
secondary school. Based on the experience from pilotage, these tasks helped to pupils to create
adequate ideas about point coordinates and to visualize the vector concept. In addition, the
tasks allowed the repeating and practicing the properties of some geometric shapes such
as square, rectangle, triangle, trapezoid, etc. Pupils use not only numerical calculations, but
also geometric constructions and various symbolic notations to give different approaches
to describing planar objects in connection.

The tasks can be used in teaching in the presented form. However, they can also serve as

an inspiration to prepare similar, easier or more difficult, tasks in according to actual cur-
riculum.

4.8 Prilohy - pracovni listy

Na dalsich stranach néasleduje $est ptiloh A-F v podobé pracovnich listi. U pracovniho lis-
tu E je pripojeno reseni. Re$eni ostatnich pracovnich listti 1ze dohledat v textu metodického
materialu.
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A) SOURADNICE BODU

1) Zakreslete do pravouhlé soustavy souiadnic body: A[3; 2], B[6; -1], C[-2; -1], D[0; 4], E[-5; 0],
F[5; -3].

o

<+

N

@

IS

2) Zapiste soutadnice bodti Q, R, S, T, U, V, W a dopliite spravné znaky <, >, = do zapist pod
obrazkem:

3 ‘y
" Q
s , U
X
5 & B 2 10 4 5 ”
v ’ w
) R
7+ -5
a) X wenes Xy
b) Yg oo Yg
c) Yg--o Yy
d) x,.....x,
) Yy - Up
Xy e Yy



B) CTVEREC A OBDELNIK

Pro potteby tohoto pracovniho listu pouzivdme jednotku na ose xiy 1 cm.
Jsou dany body A[4; -2] a C[4; 4]. Usecka AC je tihloptickou &tverce.

Narysujte do soustavy soutadnic (dole na strance) ¢tverec ABCD.

Zapiste soutadnice DOAUT B @ D:...cuceeuiniieueniiiieiiie et et ee et e e e e e s ae e s aeee e ees
Zapiste soutadnice stiedu S StVerce ABCD:........ccvuiueeiriieirieeeeeenenenseeneneneaeanne
Vypocitejte obsah ¢tverce ABCD:

Jsou dany body K[-5; -1] a L[-1; -1]. Usec¢ka KL je stranou obdélniku KLMN. Sestrojte jeho
zbyvajici vrcholy, jestlize vite, Ze obsah obdélniku je 12 cm? Najdéte vSechna fe$eni a do
obrazku zapiste soutadnice nalezenych bodt M, N.
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C) TROJUHELNIKY

Pro potteby tohoto pracovniho listu pouzivdme jednotku na ose xiy 1 cm.
Do soustavy soutadnic znazornéte body A[-4; 1], B[-1; -2], C[-1; 4], K[3; 1], L[7; -1], M[3; 3]
a narysujte trojuhelnik ABC a trojuhelnik KLM.

1) Urcete vlastnosti obou trojuhelniku:

A ABC AKLM

2) V obou trojuhelnicich barevné vyznadte a popiste stranu a k ni ptislu§nou vysku, kterou
muiiZete co nejvyhodnéji pouZit k vypocétu obsahu trojuhelniku.
3) Vypotitejte obsahy obou trojuhelnikii:

A ABC AKLM
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D1) PROCHAZKY SOUSTAVOU SOURADNIC - zadané pomoci vyrazil

1)

2)

75

Na obrazku je zakreslena prochézka po &tvercové siti s pocatkem v bodé [0; -2], kterou
bychom zapsali takto: +2x; +y; —x; +2y; +x + y; +2x; —2x + 2y; —x; + y; —x + y. Dokreslete do
obrazku prochazku se stejnym pocateénim bodem tak, aby byla osové soumérna s jiz
zakreslenou trasou podle osy y. Tuto novou prochéazku zapiste:

Co vam obrazek ptipomina?

Zakreslete prochazku z potateéniho bodu [-3; -2]:
F25H2X + 2Y; T H Yy X+ Yy —20 2y H20 + Yy 205 ~2Y; X T Y Y XY X




D2) PROCHAZKY SOUSTAVOU SOURADNIC - zadané pomoci vektort

1) Na obréazku je zakreslena prochazka po ¢tvercové siti s potatkem v bodé [0; -2], kterou
bychom zapsali takto: (2, 0); (0, 1); (-1, 0); (0, 2); (1, 1); (2, 0); (-2, 2); (-1, 0); (0, 1); (-1, 1).
Dokreslete do obrazku prochézku se stejnym pocéateénim bodem tak, aby byla osové sou-
mérnd s jiz zakreslenou trasou podle osy y. Tuto novou prochazku zapiste:

Co vam obrazek ptipomina?

o

b

2) Zakreslete prochazku z poéate¢niho bodu [-3; -2]:
(2,0); (2,2); (-1,1); @, 1); (-2,2); (2,1); (2,0); (0,-2); (-1,-1); (0,1); (-1,1); (1,0)
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E) PROCHAZKY SOUSTAVOU SOURADNIC - 2. &4st

1) Na obrazku je zakreslena prochézka po &tvercové siti s pocatkem v bodé [0; 3], dana
zapisem: —3x - 2y; +2x; —3x — 2y; +2x; —3x — 2y; +2x; —-3x - 2y; +6x. Dokreslete do obrazku
prochazku se stejnym poc¢ate¢nim bodem tak, aby byla osové soumeérna s jiz zakreslenou
trasou podle osy y. Tuto novou prochazku zapiste:

Co vam obrazek ptipomina?

ped
A

ped

2) Zakreslete prochazku s po¢atkem v bodé [-1; 1] danou zapisem: +2y; +x - 2y; +x + 2y; —2y;
+2x; —2x — y; +2x — y; —2x. Dokreslete do obrazku prochazku s poc¢ateénim bodem [1; -1]
tak, aby byla sttedové soumérnéa podle po¢atku soustavy soutadnic s jiz zakreslenou. Tuto
novou prochazku zapiste:

Co vam obrazek ptipomina?
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3) Na obrazku je zakreslena prochéazka po ¢tvercové siti s po¢atkem v bodé [0; 3], danéa zapi-
sem: (-3, -2); (2, 0); (-3, -2); (2, 0); (-3, -2); (2, 0); (-3, —2); (6, 0). Dokreslete do obrazku
prochézku se stejnym poc¢ate¢nim bodem tak, aby byla osoveé soumérné s jiz zakreslenou
trasou podle osy y. Tuto novou prochazku zapiste:

Co vam obrazek piipomina?

4) Zakreslete prochazku s po¢atkem v bodé [-1; 1]: (0, 2); (1, -2); (1, 2); (0, -2); (2, 0); (-2, -1);
(2, -1); (-2, 0). Dokreslete do obrazku prochazku s potateénim bodem [1; 1] tak, aby byla
sttedoveé soumeérna podle po¢atku soustavy souradnic s jiz zakreslenou. Tuto novou pro-
chéazku zapiste:

Co vam obrazek ptipomina?
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RESEN{
1) a 3) vyrazy: +3x - 2y; -2x; +3x - 2y; -2x; +3x - 2y; -2x; +3x - 2y; -6x
vektory: (3, -2); (-2, 0); (3, -2); (-2, 0); (3, -2); (-2, 0); (3, -2); (-6, 0)

7 ADANI ly RESENI
A1 N
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2) a 4) jednd se 0 opacné vyrazy: -2y; -X + 2y; —x + 2U; +2y; -2x; +2x + y; -2x + y; +2x
a opatné vektory: (0, -2); (-1, 2); (-1, 2); (0, 2); (-2, 0); (2, 1); (-2, 1); (2, 0)
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F) Hadanka

Pri prochazkach soustavou soutadnic, které vzdy zacéinaji
v pocatku, objevite jméno a p¥{jmeni slavného francouzského
filosofa a matematika, podle néjz je pojmenovana kartézska

soustava soufadnic. Kdo to byl?

(_51 1); (21 4); (1v _7); (_11 7)
(31 4); (_61 1); (71 l)y (21 _4); (_3) _3); (_81 2); (_1) 6); (31 _2)1 (7) 1)
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5 Rozvijeni schopnosti v matematice -
od aritmetiky k algebre

5.1 Rozvijeni schopnosti v matematice 1. stupné ZS

Darina Jirotkovd, Jaroslava Klobouckovd

Abstrakt:

V prvnfi ¢asti této kapitoly se zamyslime nad tim, co jsou matematické schopnosti, jaké
schopnosti lze v matematice rozvijet, u jakych zakt a za jakych okolnosti. Charakterizujeme
zaky do sedmi skupin podle jejich vztahu k matematice. Ten je kli¢ovy pro rozvoj rtiznych
matematickych schopnosti. Vztah zdka k matematice do zna¢né miry ovliviiuje ucitel - vyjme-
novavame vlastnosti, které ucitel u sebe mtZe posilit, nebo je docela zménit, aby prispél
k efektivnimu rozvoji nékterych matematickych schopnosti zdka. Nékolik matematickych
schopnosti je bliZze popséno a ilustrovano. Nakonec je nabidnuto nékolik dloh, které ukazuji

Kli¢ova slova:
matematické schopnosti, vztah Zzdka k matematice, algebra, aritmetika, poznéavaci proces,
teorie generickych modelt

Abstract:

In the first part of this chapter we discuss what mathematical ability is, what abilities can be
developed in mathematics, in what pupils and under which circumstances. We characterize
pupils into seven groups according to their approach towards mathematics. This approach
plays a key role in the development of various mathematical abilities. A pupil’s relationship
to mathematics is largely influenced by the teacher. We list some qualities of teachers that
can be reinforced or changed in order to support efficient development of some pupil's math-
ematical abilities. Some mathematical abilities are described and illustrated. Finally, several
tasks are offered to show the way from arithmetical experience from the lowest grades to
algebra in higher grades.

Keywords:

mathematical abilities, pupil’'s approach towards mathematics, algebra, arithmetic, learning
process, Theory of generic models
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5.1.1 Vychodiska

K zamysleni
Zamysleme se nejdrive, jaké schopnosti u Zakti v matematice chceme rozvijet, jaké skute¢né

rozvijime, jak je diagnostikujeme a jak je hodnotime.

V transmisivnim piistupu k vyucovani uéitel zaktim uéivo nejprve vysvétli, ukaze, jak se
tesi ulohy probiraného tematického celku, pak uéivo s t¥idou procvi¢uje a nakonec proveri
pisemnou praci, jak si ktery zak resitelské postupy osvojil. Zaky pak obvykle hodnoti prede-
v8im podle toho, jak dovedné, rychle a ptesné fesi tilohy z probraného uéiva. To umi dobte.
Ulohy algoritmického typu Zaci obvykle zvladaji bez problémii. Av$ak nealgoritmické tilohy,
naptiklad slovni tlohy, ve kterych nelze pouzit tradi¢ni zapis, nebo kombinatorické ulohy
délaji potize. Takové ulohy se povazuji za vhodné pro nadané zaky, nebot se resi vlastnim
»selskym rozumem®. Nerutinn{ Fe$eni maji vétsinou riizné nedostatky - neptehledny zapis,
vypodéty vhledem nebo neobratné vypoéty apod. O Fesiteli vSak vypovidaji, Ze je v matema-
tickém mysleni autonomni, Ze je schopen nezavislého vyvoje. Takovému zakovi sta¢i dat
dobte promyslenou sérii uloh a on, spole¢né s nékolika spoluzaky a ve vzdjemné diskusi,
muZze odhalit poznatky, které by jim jinak predkladal uéitel.

Na zé&kladé mnohaletych zkuSenosti se zaky i se studenty VS vétime, ze kazdy z4k do jisté
miry mé schopnost fesit i netradiéni, nerutinni tlohy a odhalovat matematické poznatky.
Kvalita matematického mysleni Zdka primarné zavisi na jeho matematickych schopnostech.
Proto se zde zamétujeme na rozvoj matematickych schopnosti Zaka.

Rozvoj matematickych schopnosti Zaka je ptimo umérny jeho vztahu k intelektualni praci
viibec a matematice zvlasté. BéZné se stavd, Ze nékteré matematické ¢innosti zak déla rad
a jiné naopak. Zak, ktery ma potfebu zabyvat se matematikou, bude v rozvoji jednotlivych
schopnosti postupovat rychleji nez z4k, ktery tuto potiebu nemaé. Zak, ktery ma k této ¢in-
nosti dokonce negativni vztah, bude stagnovat. I kdyZ se pod tlakem nauéi nékteré postupy,
budou to spise paméti uchopené instrukce, av$ak k rozvoji schopnosti zde témét nedojde.
Tuto myslenku ilustrujeme ptibéhem z archivu M. Hejného.

5.1.1.1 Ilustrace (ptibéh z archivu M. Hejného)

V prvni t¥idé jsem sledoval, jak Zaci fe$i doplitovaci tlohy typt

a)5+__=8,b) __+2=7,¢)9- __=6,d) __-4=3.

Nékterym zaktm to docela $lo, jini s tim zapasili.

Uloha typu a) §la nejlépe, zde Zaci prevazné dopoditavaji. Nejhtire a podle odekavani $la

uloha typu d). Utitelka, ve snaze slabym zaktim pomoci, jiZ diive povésila na zed pomticku
(tab. 5.1):
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Tab. 5.1

Plus nevim 5+__=28 __=8-5

Nevim plus __+2=7 __=7-2
te$ takto

Minus nevim 9-__= __=9-6

Nevim minus -4=3 __=3+4

Zé&kyné Lenka méla na listku dokonce vlastni tabulku, ,vylep$enou®, kterou ji vytvotila mamin-
ka. Pomoci té tabulky ulohy rychle tesila. Po hodiné jsem poprosil divku, aby mi ukazala,
jak se tabulka pouZiva. Ochotné mi postup vysvétlila. Vzala ulohu __ + 3 =4 a tekla: ,To je
nevim, plus.“ Ukazala na druhy #adek tabulky. U slova ,nevim* ukazala na ramecek a u slova
»plus® na znak +. Prstem ztistala na konci tadku a #ekla: ,Druhé ¢islo minus prvni, tedy étyii
minus tfi (pie 4 - 3 =1), zapisi 1 (do rdmecku dopsala 1).“ Vitézné na mne hledéla. Rekl jsem,
Ze to vysvétlila naramné, Ze mi je to zcela jasné. Loudila na mne, at ji ja ddm jesté néjakou
¢isla). J4 ji ale dal ulohu: 1 + __ + 2 = 4. Chvili na to hledéla a fekla: ,To jsme jesté nedélali.”
Spoluzak Lada, ktery byl v hlou¢ku ptihlizejicich déti, fekl: ,Je to jedna.” Zeptal jsem se ho,
jak to vi. Rekl: ,To je jasny, jedna a jedna a dvé jsou &tyri.“ Ptal jsem se déle: ,A umél bys
itoto?“ anapsal jsem dlohu: 8 - __ -1 =6 - 2. Lada pouZil ¢iselnou osu, kterou mél nalepenu
na lavici. Levy ukazovak dal na ¢islo 7, pravy na ¢islo 4. Chvili na to hledél a pak ekl ,t#i“.
Po hodiné mi vyuéujici fekla, Ze Lada je mimotadné bystry a vSe si fesi po svém, vétsinou
rychle a spravné. Rekla, Ze nékteré jeho triky prebiraji i dalsi Zaci.

K zamys$leni

A. Posudte, jaky cil plni tabulka 1, kterou uditelka dala détem. Popiste, jaké nejvétsi
tskali mtize plynout, kdyz uditel ve snaze pomoci zejména slab$im zaktim nabizi
takovéto navody.

B. Podrobné analyzujte mys$lenkovy proces zakyné Lenky pti feSeni ulohy pomoci
tabulky.

Tabulka 6.1 plni sviij vykonnostni cil - ma pomoci slabsim Zaktim k dosaZeni vykonu, jak bylo
feteno. Zaci jako Lenka umi fesit tlohy uvedenych typt pomoci tabulky. Lenka i u¢itelka
jsou spokojeny.

Tabulka ale nedava zakovi vhled do aritmetickych vztaht, které jsou zde feSeny. Neumozni
z&kovi resSeni upravit, neumozni zakovi resit ani ulohy nepatrné obménéné. Navic zak ziskava
presvédéent, Ze tlohy, v nichZ se hled4 neznamé ¢&islo, se fe$i ndvodem. Lenka svou reakci
»T0 jsme se jesté neudili,” sdéluje, Ze na tyto slozitéjsi tlohy, jakou je naptiklad tiloha1 + __
+ 2 =4, jesté nedostali navody.
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KdyZ se podivame do vét$iny u¢ebnic matematiky pro 1. st., iloh tohoto typu tam mnoho
nenajdeme, snad az v 5. ro¢niku, a to jiz obvykle maji formu rovnic: 1+x+2 = 4. Piistup Ladi
ukazal, Ze i Z4ci 1. ro¢niku jsou schopni podobné naro¢né ulohy vyiesit. Nikoli pomoci zna-
losti pravidla, ale schopnosti ziskat vhled do dané aritmetické situace. Ta nebyla zatiZzena
pouzitim pismene a zak tim ziskal cenné zku$enosti do budoucna pro fe$eni rovnic.

To, co predvedla Lenka, ale také mé svou cenu. Lenka je o¢ividné nadSené tim, Ze se nau-
¢ila pouzivat tabulku a Ze se jiz téchto uloh neboji. Dosazeny tspéch ji motivuje k feseni
dalsich uloh. Nad$eni divky ma vaznéjsi ptricinu. Zvladla celkem naroénou Sestikrokovou
proceduru:

1) idiomem , To je nevim, plus* identifikuje typ tlohy,

2) najde jej v levém sloupci tabulky 1,

3) ptejde v daném tadku na pravy sloupec,

4) idiomem ,Druhé ¢&islo minus prvni“ v ném identifikuje operaci,
5) tu pak realizuje v dané uloze,

6) vysledek zapise do ramecku.

Tedy to, co se Lenka naudila, je aplikovat vicekrokovou proceduru, algoritmus, jak Fesit
ulohy danych typt. Tim rozvinula svoji schopnost zvladat vicekrokové procedury. Vhled do
aritmetiky ale bohuzel neziskala.

5.1.2 Co jsou matematické schopnosti
Seznam matematickych znalosti Zaka prvniho stupné neni tézké udélat. Poslouzi nam k tomu

RVP nebo néktera sada ucebnic.

Podstatné naro¢néjsi je vytvorit seznam matematickych schopnosti, které 1ze a které bychom
méli rozvijet v matematice. Kazdy rad fekne, Ze matematika rozviji logické mysleni, ale dal
je jiz obtiZné konkretizovat, jak to ma uditel délat.

K zamysleni

C. Které schopnosti zédka vypovidaji o logickém mysleni?

D. Pozorujte, nejlépe sinahrajte, néjakého zaka pii feSenf jemu ptimétené obtizné ulohy.
Podrobné analyzujte jeho myslenkovy proces a pojmenujte, jaké zdkovy matematické
schopnosti se na fe$eni podileji. Pokuste se popsat jejich droven.

Vyjmenujeme schopnosti, které jsou specifikovany v dne$nim vymezeni matematické gra-
motnosti Zakt od 6 do 18 let, které je akceptovano MSMT a CSI a vzhledem k nému jsou
nastaveny hodnotici nastroje. Matematicka gramotnost je charakterizovdna pomoci nasle-
dujicich sedmi tezi popisujici matematické schopnosti zaku:
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1. Potieba jedince opakované zazivat radost z ispé$né vytre$ené ulohy, uzieni nového pojmu,
vztahu, argumentu nebo situace. Davérovat vlastnim schopnostem.

2. Schopnost porozumét rtznym typtim matematického textu (symbolicky, slovni, obrazek,
graf, tabulka) a aktivné pouZivat nebo dokonce dotvéaiet riizné matematické jazyky.

3. Schopnost ziskavat a t¥idit zku$enosti pomoci vlastni manipulativni, spekulativni a bada-
telské ¢innosti, nej¢astéji metodou pokus-omyl.

4. Schopnost ziskané zkusenosti zobectiovat, objevovat zdkonitosti, formulovat hypotézy.

5. Schopnost tvorit modely a protiptiklady, argumentovat.

6. Schopnost t¢inné pracovat s chybou jako podnétem k hlubsimu pochopeni zkoumané
problematiky.

7. Schopnost individuélné i v diskusi zejména se spoluzaky analyzovat procesy, pojmy, vztahy
a situace v oblasti aritmetiky, geometrie, logiky a prace s daty; u zakl starsich k tomu
ptibude i oblast funkci.

Jednotlivé schopnosti lze diagnostikovat prostiednictvim *esSeni vhodné zvolenych tiloh. Pouze
pro diagnostiku jedné dulezité schopnosti z uvedeného seznamu neumime najit nastroje.
Je to schopnost i¢inné pracovat s chybou - nebyt chybou demotivovan, zamyslet se nad
pfi¢inou chyby a poudit se z ni do dalsiho fe$eni. Neumime totiZz vyvolat situaci, ve které
se zak urcité dopusti chyby. Ov8em Zaci se dopousti mnoha chyb, a proto tuto schopnost
muZeme pozorovat a rozvijet jinymi prosttedky nez jiné schopnosti uvedeného seznamu.
Kazdéa z uvedenych sedmi poloZek je velice obsahl4, navzajem se prolinaji a piekryvaji.

Napiiklad schopnost t¥idit soubor jevi (viz bod 3) miizeme #adit pod nékterou z ostatnich
uvedenych schopnosti podle dané situace. Napiiklad schopnost t¥idit soubor jevii mtize nékdy
spadat pod objevovani pojmu (trojuhelniky délime na ostro-, pravo- a tupouhlé), jindy pod
tvorbu Fegitelské strategie (kdyz chceme naptiklad zjistit pocet trojmistnych ¢isel sestave-
nych z ¢islic 1, 2 a 3), coZ zatadime pod bod 4.

Uvedené schopnosti se riizné propojuji a v jediném fesitelském procesu zaka lze ¢asto odhalit
nékolik navazujicich a prolinajicich se schopnosti. Budeme-li napiiklad schopnost ,vhled do
desitkové soustavy” (bod 2) u zéka 2. ro¢niku diagnostikovat pomoci algebrogramu AB + B =
38, tak tim soucasné diagnostikujeme i jeho znalost ,s¢itani s pfechodem pies desitku. Kdyz
zék najde pouze feSeni 34 + 4 = 38, zepta se jej utitel, jestli je to jediné mozné feseni. Kdyz zak
nevi, nebo odpovi zapornég, uditel vidi nejen to, Ze Zdk mé jen omezenou schopnost vhledu do
desitkové soustavy, ale téz to, Ze pii¢inou nedostatku je formalni znalost operace ,piechod
pires desitku“. Kdyz pak zak nakonec najde i fe$eni 29 + 9 = 38, tak rozviji oboji - jak schopnost
ziskavat vhled do desitkové soustavy, tak znalost operace ,piechod ptes desitku®.

Jak bylo vys$e fe¢eno, matematické schopnosti se 1épe a rychleji rozvijeji u zdka, kdyz ma zak
kladny vztah k matematice. V néasledujicim odstavci se tomu budeme vénovat.

5.1.3 Vztah Zaka k matematice

Existuji Zaci, ktefi se s vervou pousti do jakékoli matematické ulohy a nenechaji se odradit,
kdy?z se k Feseni nedopracuji v kratké dobé. Na druhé strané existuji i zaci, kteii se jakékoli
matematické uloze vyhybaji. Mnoho z4kd mé dokonce k rdznym oblastem matematiky rizny
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vztah. Nékteti zaci s radosti fesi ,sloupecky*, ale slovni tilohy jim nahani strach. Nékteti radi
pracuji s krychlovymi stavbami, ale jiné tato ¢innost viibec neptitahuje. Lenka z horniho
ptibéhu se rdda uéi realizovat procedury, ale nemd pottebu ziskavat vhled do aritmetické
situace. Rozli$ime sedm pripadu. Zak:

W N

o Ol

. dtsledné se vyhyba matematice.

. ochotné fe3i rutinni dlohy (sloupe¢ky), jinym tloh&dm se vyhyba.

. ma potiebu fesit rutinni tlohy.

. ochotné tesi jisty typ nerutinnich tiloh, nejé¢astéji jsou to ilohy, u nichz lze pouzit metodu

pokus-omyl.

. ma potiebu Fesit jisty typ nerutinnich tloh.
. ochotné resi skoro véechny typy matematickych uloh.
. ma vnitini potebu fesit matematické ulohy.

Téchto sedm pripadt mtZeme povazovat i za vyvojova stadia vztahu Zzaka k matematice.
V nékterych polozkach se vyskytuje slovo ochota, v jinych potieba. Je to diilezité rozliseni.
Ochota znamen4, Ze Zak ptredloZenou ¢innost déla bez protest a dokonce s chuti. Poteba
je ale vice. Znamen4, Ze 74k cilené vyhledava danou ¢innost. Nejéastéji se to projevuje tim,

z7e

zdk zad4 ucitele o ulohy jistého typu. Posun: ochota — poti*eba se nachézi u polozek 2 a 3,

4ab5adaleupolozek 6a?7.

K zamysleni

E. Pokuste se k jednotlivym polozkam ptiradit konkrétni zaky vasi t¥idy.

F. Vzpomeiite, zda se vam nékdy podatilo posunout vztah Zdka k matematice. Popiste,
mezi jakymi polozkami k posunu doslo, jak jste to pozorovali a jakym zptisobem se
vam to podatilo.

Co by mél délat ucitel? Jestlize ve tridé je vice zak, kteti se vyhybaji matematice, pak by se
mél ucitel zamyslet nad vlastnim eduka¢nim stylem, nad interakci s témito zadky a uvazovat
0 zméneé:
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podporovat a moderovat diskuzi mezi zaky

predkladat zaktim piimérené naro¢né ulohy, tj. takové, které jsou v zéné jejich nejblizsiho
vyvoje, tedy feseni je jim dosaZzitelné, ale musi pritom vynalozit jisté intelektualni usili
byt trpélivy, i kdyz si fesitelsky proces zaka zadéa delsi ¢as a je ponékud neobratny
zaktm neradit, neupozoriiovat je na jejich ptipadné chyby, ale navodit situaci, aby chybu
objevili sami

. Jestlize se zak vyhybd jakékoli intelektudlni aktivité, je rozumné se poradit se $kolnim

psychologem, ptipadné zkusenym kolegou, sezndmit se s rodinnym zazemim 74ka, s jeho
zalibami a problémy.

. 74k, ktery ochotné fesi rutinni ulohy, dokazuje touto tispésnou praci sobé i ugiteli jistou

matematickou uroven. Ta zavisi pfedevs$im na tom, jak uéitel tuto praci hodnoti.



Z4akovi, ktery uptednostiiuje pouze rutinni tlohy a ktery ¥ik4, Ze jiné ulohy ho nebavi, Ze je
resit neumi, hrozi nebezpeci, Ze ziskd presvédcéeni, Ze on takové ilohy nikdy resit nedokaze,
protoZe na to ,nema buiiky"“. Nez aby byl konfrontovan s vlastnim neldspéchem, odmita pomoc
uditele nebo spoluzéka: ,To mi nevysvétlujte, j& to stejné nepochopim, ukazte mi, jak to mam
poditat a ja se to nau¢im.”

U takového zaka je nutné zlomit jeho presvédéeni o vlastni nemohoucnosti. Existuje jedina
cesta: ulohy, které zak vyresi a které jsou trochu nerutinni. Za ispésné vyieSeni téchto tloh

zéka chvalit a opakovat mu ,vidi$, Ze to umis*.

K zamys$leni

H. Navrhnéte, jak byste mohli pomoci Lence z vy$e uvedené ilustrace tak, aby se zbavila
presvédéenti, Ze dokaze fesit jen tlohy typu daného v tabulce.

Lence z vy$e uvedeného pribéhu mizeme dat ulohul + __ + 2 = 6 s instrukei: ,Do rdmecku
davej postupné ¢isla 1, 2, 3, ... a hledej to ¢islo, které tam patii.* Tim je nerutinni dloha
doplnéna instrukci, ale instrukce vede Lenku k ziskani zku$enosti, Ze timto zptisobem (tj.
metodou pokus-omyl) vyiesit ulohu dokaze.

3. Kdyz je zak vic nez ochoten fesit rutinni ilohy a ma dokonce potiebu této ¢innosti, je
tfeba se ptat, zda pficina zdkova chovani je spiSe kognitivni, nebo spiSe socialni, nebot
zde hrozi ustrnuti.

o 74k ma kognitivni potiebu timto zpfisobem hloubégji pronikat do aritmetiky, automatizovat
kalkulativni spoje, objevovat rizné ¢iselné zdkonitosti. Zak ma radost z fedeni a ¢asto
i vytvati dlohy, nékdy se pochlubi i objevem, ktery u této ¢innosti udéla (B&hem takového
nacviku zak, ktery piedtim u algebrogramu AB + B = 38 nasel pouze jedno fe$eni, najednou
zvolal ,no j6“ a utikal uditeli ukazat i fe$eni druhé - to s ptechodem ptes desitku).
ProtoZe se jednd o ptirozené stadium vyvoije, je tfeba praci zdka podporovat a ¢ekat, az
zak pottebu nacviku vygerpa - pak ptrirozené dozraje do dalsiho stadia.

e 74k ma socialni potiebu ukazat okoli schopnost rychle a bezchybné poéitat; éasto tim
i vyvaZzuje neschopnost naro¢néjsi prace, naptiklad neschopnost fesit slovni tlohy.
Z4k se rychlosti své prace chlubi, vita soutéZe ve t¥idé, kdy se hodnoti rychlost. Toto je
z4vislé na hodnoceni uditele.
Zé&kovi hrozi ustrnuti ve vyvoji. Rozhodujici je zde presvédéeni ucitele. JestliZze pti hodnoceni
préace zaku ucitel klade vahu na tvotivé ¢innosti a rychlému poc¢itani neptiklada zasadni
vyznam, orientuje tfidu k hledani a badani. Zarovei s tim posouvé Zaka vpied zptisobem
popsanym u druhého stédia ilustrovaného na pfipadu Lenky.
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5.1.4 Od aritmetiky k algebie na 1. stupni ZS

Tematicky celek Algebra (jako jazyk pismen) spada aZ na 2. stupeti ZS. Je to naro&nd oblast,
a tedy je potteba ji na 1. stupni postupné ptripravovat. Na obou stupnich je v3ak potieba si
uvédomit smysl vyuky algebry. Mezi studenty i vzdélanymi rodi¢i panuje piedstava, Ze alge-
brou rozumime nécvik prace s vyrazy pomoci pravidel typu (a + b)? = a? + 2ab + b2

Pokusime se zde ukdzat, Ze smyslem algebry, smyslem jazyka pismen je rozvinout schop-
nost popisovat a zkoumat sérii (aritmetickych) objekti a vztahti najednou, naptiklad
nekonecénou radu feseni néjaké ulohy tabulky zachytit jedinym vztahem. Tedy algebra se
rodi z aritmetiky. Kdyz si uvédomime rozdily mezi aritmetikou a algebrou, pomtize nam to
v uvédomeénti si, jaké ulohy zaktm piedkladat, abychom nastartovali rozvoj algebraického
mysleni.

e Aritmetika zkouma jevy mnohosti, tedy objekty zkoumani jsou nejprve ¢isla prirozena,
pozdéji celd, racionélni a realna. Cinnosti aritmetiky jsou: binarni operace s¢itani, odéi-
tani, nasobeni a déleni, a unarni operace zaokrouhlovani. Jazykem aritmetiky jsou ¢islice,
desitkova soustava, znaky <, =, +, -, X, :, pozdéji i zlomek, desetinna ¢arka, \ (,de&li); dalsi
znaky jako ¢arky, kolecka, $ipky, ... dale obrazky, grafy, schémata, tabulky ...

e Algebra zkoumad aritmetické vztahy a soubory aritmetickych vztaht. Objekty algebry
jsou vztahy, zejména rovnosti, rovnice, pozdéji i nerovnosti a nerovnice zapsany s pomo-
ci pismen; soubory ¢&iselnych vyrazi. Cinnosti, kterymi se zkoumani uskuteétiuje, jsou
zobectiovani souboru aritmetickych vztaht do jediného algebraického vztahu, ekviva-
lentni a pozdéji i neekvivalentni dpravy algebraickych vztaht. Pracuje se znakovym
pismem - tabulky, pismeno.

Jazyk pismen je didakticky naro¢ny tematicky celek. Zaky ué¢ime s pismeny zachézet, enormné
¢asu vénujeme uprave algebraickych vyrazu, ale jejich schopnosti vyuzivat pismena k fese-
ni raznych uloh jsou nizké. Pfi¢inu tohoto nedostatku spatiujeme v nedostateéném freseni
problémovych situaci, ve kterych mohou pismena hrat rozhodujici roli.

Aritmetika, kterd je cilend zejména na pocétaiské dovednosti nez na porozumeéni aritmetice
v 1. az 5. roéniku Z8, prili§ nepoméhd rozvoji algebraického mysleni. Navic, vyznamna ¢ast
algebraického mysleni - modelovani jevll pomoci jazyka algebry - lezi mnohdy spie v geo-
metrii neZ v aritmetice, napt. uvedeny vztah (a + b)? = a? + 2ab + b2

Algebra se zakovi za¢ind vynofrovat z aritmetiky od okamziku, kdy poprvé zaméri svoji
pozornost na souvislosti mezi aritmetickymi vztahy. Evidence aritmetickych jev pomoci
tabulky je nejptirozenéjsi cesta, jak takové zameéteni pozornosti iniciovat. To si ukazeme
na dal$ich ilustracich.

V ilustracich si budeme téz v§imat schopnosti, které zak pti feSeni tloh rozviji. Jsou to zejmé-

na: schopnost porozumst riznym typtim matematického textu (symbolicky, slovni, tabulka)
a aktivné pouZzivat nebo dokonce dotvaret rizné matematické jazyky.

88



Dale schopnost ziskavat, tiidit, organizovat zku$enosti pomoci vlastni manipulativni, spe-
kulativni a badatelské ¢innosti, nej¢astéji metodou pokus-omyl. A také schopnost ziskané
zku$enosti zobectiovat, objevovat zakonitosti, formulovat hypotézy.

5.1.5 Ilustrace z oblasti kombinatoriky na 1. stupni ZS - vstup
do algebry

Resime kombinatorickou tlohu: Kolik riznych dvojic Ize vybrat z n prokii?
Cilova skupina: Z4ci 1. stupné ZS, 1. ro¢nik i vy$si ro¢niky

Cil ulohy: 74ci ziskaji prostfednictvim her, ¢innosti zkuSenosti s jevy kombinatoriky, kon-
krétné s vybérem dvou prvka ze souboru 3, 4, ... prvku a jejich organizaci. Zaméti svoji
pozornost na souvislosti mezi aritmetickymi jevy a vztahy a eviduji aritmetické jevy, napt.
pomoci tabulky

Pottebny €as na aplikaci: Vzdy bude zaleZet na uditeli, jak bohatou diskuzi zakti se mu
podafti otevtit. Plodné diskuze je cennéjsi nez dal$i mnozstvi dloh. Také zalezi na tom, zda
udtitel ponechéa zdkladni zadani, nebo bude ¢islo uréujici pocet objekt zvétSovat. Proto ¢as
je jen orientacni.

Uloha 1a) 15 min, Uloha 1b) 20 min

Uloha 1a) ,Zahtvaci* tiloha, kterou lze realizovat kdykoliv v pronim roéniku, ale i v dalsich. Zdci
hraji molekuly a vytvori molekuly po 3 nebo 4. Dalsim tikolem je, Ze v jedné molekule si kazdy
Zdk podd ruku s kaZdym. Kolik poddni rukou se uskutecnilo?

Z4ci te$i tlohu dramatizaci. Kli¢ové je ve skupiné, kde jsou 4 Z4ci, zorganizovat podavani
ruky tak, aby si skute¢né kazdy s kazdym ruku podal a aby zadné dvojice si nepodala ruku
dvakrat, coz se ¢asto stava. Po chvili Zaci dojdou k vysledku, Zze v molekule o 3 Zacich se
podéani ruky uskuteéni tikrat a v molekule o 4 Zacich Sestkrat.

Velice ¢asto se stava, Ze aspoil jeden zak ve tfidé se hned pusti do badani, jak by to bylo,
kdyby zakt v molekule bylo 5. V jedné t*idé, kde byly spojené dva roéniky, 2. a 3., byl zak
Radim, tietdk, ktery se do badani pustil, ale byl zvédav, jestli vyjde 9 (zvétseni o 3), nebo 12
(vynéasobeni dvéma). Je patrné, Ze u Radima se jiz zakladalo algebraické mysleni. Radim si
uveédomil dokonce dvé vazby mezi ¢isly 3 a 6, jednu aditivni a jednu multiplikativni, a mél
potiebu vyzkoumat, ktera z nich v tiloze hraje roli. Vysledek 10 ho trochu zklamal, mnohokrat
jej provétroval. Pak jiz hodina skongdila. Véfime, Ze zak se pii vhodné piilezitosti k problému
vrati. Zalezi na tom, jak tomu uditel nahraje.

Nabidneme dalsi ulohy, které vychazeji ze stejného matematického problému, ale jsou for-
mulovany v jiném kontextu, jinym jazykem. Tim davame piilezitost Zzdktim objevit izomor-
fizmus mezi ilohami a u nékterych zakt vzbudime potiebu popsat fadu izomorfnich situaci
jednim jazykem.
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Uloha 1b) Zdci maji napiiklad pii télocviku tento tikol: Obdobné jako na obrdzku 5.1 se 4 Zdci
propoji svihadly tak, aby kazdy Zdk byl spojen s kazdym dal$im ze c¢tverice. Kolik je potreba
Svihadel?

©) HRA g

Obr. 5.1. Matematika pro 1. roénik, 1. dil, s. 60, Fraus

Podle nas$ich zkusenosti je tato uloha pro z&ky vyrazné jednodussi. Evidence §vihadel (vybra-
nych dvojic) je statickd a trvald. Lze je poéitat v jakémkoliv poiadi bez narokt na kratkodobou
pameét. Kdezto evidence podani rukou je procesudlni a pomijiva. K jednomu podéani ruky je
potiteba v mysli vytvotit predstavu a ulozit ji do kratkodobé paméti. K tomu je tieba si pama-
tovat, kdo si s kym jiz podal ruku. Vzhledem k témto kognitivnim odliSnostem obvykle zZ&ky
nenapada, Ze uloha je stejnd“ jako u molekul a podavani rukou. Graficka vizualizace obou
situaci by ,stejnost” tloh pomohla jisté ptiblizit.

5.1.5.1 Obmény tlohy

Cilova skupina: Zaci 1. stupné ZS, 1. roénik i vy$i roéniky

Cil ulohy: zaci obohacuji své zku$enosti s jevy kombinatoriky, konkrétné s vybérem dvou
prvkl ze souboru 3, 4, ... prvku a jejich organizaci. Zaméti svoji pozornost na souvislosti

mezi aritmetickymi jevy a vztahy a eviduji aritmetické jevy, napt. pomoci tabulky, kterou
mohou rozsitovat

Potiebny éas na aplikaci:
Uloha 1c) 10 min, a vice podle volby po&tu déti
Uloha 1d) 25 min

Jestlize v tloze zvét$ime pocet objektll, miizeme ji posunout do vy$siho ro¢niku.
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Uloha 1c¢)

€) CTYRI DETI SE SESLY NA NAROZENINOVE OSLAVE.
4y KAZDY SI S KAZDYM TUKNE SKLENICKOU.

JE MOZNE ZASLECHNOUT CELKEM _* TUKNUTI.

Obr. 5.2. Matematika pro 1. ro¢nik, s. 110, cv. 4, H-MAT, o.p.s.

Uloha 1d) Petra si pozvala na ndv$tévu kamarddky. Nejdiive ptisla proni a na pfivitanou se
polibily. Pak prisla druhd. Ta polibila Petru i jiZ pfitomnou kamarddku. Pak ptisla ti'eti a nakonec
étortd a také kazdd polibila vsechny piitomné kamarddky. Kolik polibkii se uskutecnilo?

5.1.5.2 Dal$i obmény ulohy

Cilova skupina: Z4ci 1. stupné ZS, 3. a 4 roénik

V ¢innostech se seznamuji s jevy kombinatoriky, konkrétné s vybérem dvou prvki ze souboru
3,4, ... prvki a jejich organizaci. Zamé#{ svoji pozornost na souvislosti mezi aritmetickymi
jevy a vztahy a eviduji aritmetické jevy, napt. pomoci tabulky, kterou mohou rozsitovat

Potiebny ¢as na aplikaci:

Uloha 1e) 10 min, a vice podle volby po&tu déti
Uloha 1f) 25 min,

Uloha 1g) 30 min

Uloha 1h) 30 min

Uloha 1i) jedna vyuéovaci hodina

Uloha 1e) Na obrdzku jsou 4 body A, B, C, D. Kolik tsedek je jimi uréeno?

Uloha 1f) Ctyti fotbalové tymy hraji turnaj systémem kazdy s kazdym. Kolik zdpasti je nutno
odehrdt?

Uloha 1g) Projdi dané schéma a pfecéti jméno KAREL. Kolika zptisoby lze schématem projit?
AR
A—R—E
R—E—L

Uloha 1h) Kolik riznyjch vézi miiZe$ postavit ze dvou éervenyjch a dvou Zlutych krychli?
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5.1.5.3 Evidence FeSeni ulohy tiidou

Uloha 1i) Na narozeninové oslavé se se$lo vice kamaradek. Kazda4 si pritukla s kazdou. Kolik
tuknuti bychom mohli sly3et, kdyZ budou na oslavé 2, (3, 4, 5, 6, ...n) kamaradky.

Ze zapiskl jedné z autorek ¢lanku: Tuto posledni dlohu jsem vidéla, jak ji tesili zaci 4. roc-
niku. Popisi zde nékolik zajimavosti.

e Do poctu pét Zaci fesili jen v lavici, ndkresem nebo v ptedstave. Od poctu Sest se sami roz-
hodli, Ze si to musi sehrét. Sest déti se postavilo pted t¥idu a simulovali tukani skleni¢kami.
Neékolikrat se ozvalo: ,S tebou sem uz tuknul,” a pti nékolika pokusech jim vy$la rtizna
¢isla. Organizace dramatizace se zdala byt nejnaro¢néjsi ¢asti procesu teseni. Nakonec
se zaci domluvili, Ze se postavi do kruhu. Ani to neptineslo spasu, nebot si tuknul prvni
s druhym, druhy se tfetim, ..., Sesty s prvnim a pak chvili nevédéli, jak dal. Nakonec se zak
Adam ujal celé organizace. Vyuzil kruhu a nejdiive sam obesel viech pét zakt a jakoby si
tuknul a napoc¢ital do péti. Pak se postavil trochu stranou a poslal dalsiho zaka, aby udélala
totéz, pokracoval v poc¢itani a napocital do deviti. Nakonec zvladli i rozpacity konec, kdyz
zustali ve hte jen dva Zaci. Vysledkem 15 si byli jisti.

e Do hry vstoupil dalsi, sedmy zadk. Adam navrhnul, aby si kazdy zak vzal do ruky lahev na
piti a skutec¢né si ptitukli. Dramatizace pak probihala ve velkém nad$eni i pro pocet 8, 9,

e Pripoc¢tu 10 vstoupila do akce pani ucitelka a nabidla, aby si dil¢i vysledky néjak ukladali,
Ze jich treba budou umét vyuzit pro dalsi pocitani.

e Na tabuli vzniknul chaos ¢&isel, Ze kterych se jen tézko dalo néco vy¢ist, a tak zaci pokra-
¢ovali v sehravkach dal.

e 74k Bedrich se dramatizaci netiastnil a soustiedéné néco poéital. Nakonec radostné
vyktikl, Ze kdyz se t¢astni vSech 16 zaka ttidy, Ze se ozve 120 tuknuti a Ze to umi spocitat
i pro 50 zaka. Ukazal spoluzaktm svou tabulku (tab. 5.2):

Tab. 5.2.
2 3 4 5 6 7 15 16 50
1 3 6 10 15 21 105 120 50-49:2

K zamysleni

I. Navrhnéte, jak byste ptivedli Bedticha k algebraickému zapisu?

Bedrich objevil, jak se chova tada ¢isel v dolnim fadku tabulky, a také objevil, jaky je vztah
mezi ¢isly hornfho a dolnfho fadku. Slovy Teorie generickych modelti, prosel etapami izo-
lovanych modelt budouciho poznatku Vazba mezi poétem déti a poctem tuknuti - to byly ty
prvni pokusy, které pocital kazdy zvlast. Pak si v§imnul, Ze ¢isla v dolnim #adku se chovaji
zvlastné - jejich postupné prirtstky se zvétsuji vzdy o 1. Byl schopen dal dopliovat tabulku.
Rikame, Ze 7ak dospél na trovet generického modelu procesuédlniho. Nakonec objevil, jak
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¢islo v hornim #adku souvisi s ¢islem v dolnim #adku pod nim - objevil genericky model
konceptudlni.

Nyni jiZ je jen maly krok k formulaci abstraktniho poznatku, to znamena jazykem pismen
vyjadtit danou vazbu. Osvédéil se nam nasledujici postup, kdy uéitel klade jen otazky:
U: ,Jak by to bylo, kdyby Zakti bylo cela nase $kola, tedy 230?“ U¢itel se jen ujisti, Ze sku-
tecné je zak jiz na trovni generického modelu.

U: ,Tak ja si tady na papir napisi néjaké ¢islo, to bude podet zakd, a ty mi fekni, co mam
s tim ¢islem udélat, abych ziskala pocet tuknuti.”

Z: ,Vezmi to &islo, vynasob ho s éislem o jednu men$im a pak vydél dvéma a dostanes
pocet tuknuti.”

U: ,Aha, mohl bys to prosim, napsat na tabuli?*

Z: ,Jak to m4am napsat?“

U: ,No, jak to #ikas.

Z: Pide na tabuli celou vétu: Vezmi své ¢&islo, pak ho vyndsob ....., pak prestane psét a po
chvilce rychle napise: ¢is - (¢is - 1) : 2 = tuky

Do konce hodiny, nejdéle ptisti hodinu dojde k vylep$eni zapisu hledaného vztahu, kterym
zak vstoupil do oblasti algebry:c- (c-1):2=t.

To je jiz abstraktni poznatek, ktery se vyznacuje zménou jazyka - jazyk ¢isel se postupné

proménil v jazyk pismen. Pismena mu pomohla popsat nekone¢nou fadu aritmetickych
vztaht.

5.1.5.4 Dalsi ilustrace cesty od aritmetiky k algebfe - objeveni vazby
Cilova skupina: ?4ci 1. stupné ZS, 2. a 3. ro¢nik

Cil ulohy: Zzaci zaméiuji svoji pozornost na souvislosti mezi aritmetickymi jevy a vztahy
a eviduji aritmetické jevy, napi. pomoci tabulky, kterou mohou rozsirovat.

Poti‘ebny ¢as na aplikaci: dloha 2) 30 min a vice

Uloha 2. Na kynologickém cvicisti byli cvicitelé a kazdiy mél jednoho psa. Doplri tabulku 5.3, ve
které je pocet cvicitelti ddn. Doplrite pocet pst, pocet hlav, pocet o¢i a podet nohou.

Tab. 5.3.

cvigitelt 1 2 3 4 5 15 40 72 100

psu

hlav

oci

nohou

93



Prvni dva sloupce tabulky mtize uéitel dat jiz v prvnim roéniku. Samoziejmé ne ve tvaru
tabulky, ale jako prostou slovni tlohu. Tam Z&ci zjisti, Ze hlavy jsou 2, o¢i jsou 4 a nohou je 6.
Nékteri zaci budou schopni to zjistit pro dva cvidence, ptipadné dokonce pro tti. Uloha 2 tak,
jak je uvedena s tabulkou, je uré¢ena zakam 2. ro¢niku.

Ve vy$8ich roénicich je mozné k situaci se vracet s cilem budovat jazyk algebry.

Cisla v prvnim a druhém fadku jsou stejna, nebot kazdy cvicitel ma pravé jednoho psa
a predpokladame, Ze jini lidé kromé cvi¢itelti zde nebyli a nebyli zde ani psi, kteti nikomu
nepatili. Zék, ktery ptipadné upozorni na to, Ze vy$e uvedené podminky je nutné do textu
ulohy doplnit, ma presné mysleni.

Za uvedenych okolnosti &islo ve tietim fadku je 2nasobek, ¢islo ve ¢tvrtém radku je 4ndsobek
a ¢islo v patém radku je 6néasobek ¢isla prvniho radku.

Uloha je jednoduchad, protoZe viechny zavislosti si Zak dobi'e umi piedstavit, a proto je vhodna
k dalsi t#idn{ diskusi.

Ve druhém roé¢niku otevie ugitel problematiku vztahti otdzkou: ,Kdyz vim, kolik bylo cvi¢enct,
jak zjistim pocet pst a jak zjistim pocet hlav?“

Z4ci odpovédi: ,Pstl je stejné jako cvicenct a hlav je dvojnasobek”.

Ve stejném duchu pak uéitel mluvi o poétu oé¢i a poétu nohou. Nékterym zaktim to bude jasné
az ve tretim ro¢nfku.

Ve tfetim ro¢niku pak ucitel zad4, aby Zaci odhalili i dal$i vztahy, jako naptiklad ,hlav je
polovina po¢tu oé¢{ a cvitencti je étvrtina pocétu o¢i“. Navic ucitel zad4, aby vztahy, popsané
akusticky, byly zapsany pismem. Uc¢itel vyvola zaka, ktery nerad piSe, a na tabuli se objevi
napiiklad takovéto zapisy (posledni je naro¢ny):

1
psi = cvicitelé; hlavy = 2 - cvicit.; o¢i =4 - cvi¢.; nohy =6 - cv,; cv. =3

- hlavy

74k nepise vse, slovo ,cvititel* zkracuje. To je prvni krok k zavedeni jazyka pismen. Opét
nutno dodat, Ze nékteti zaci budou schopni samostatné tvotit podobné zapisy pozdéji az ve
¢tvrtém roc¢niku.

Ve étvrtém roc¢niku vyuZije ucitel predchazejici kraceni slov zaky a fekne, Ze to udélame
dtisledné. Zavede oznaceni: C = podet cvicenct, H = podet hlav, O = pocet o¢i, N = pocet
nohou.

Vyzve 74ky, at zapisi, jak se ¢isla H, O a N daji vypoditat z &isla C. Zaci zapisi:

H=2-C,0=4-C,N=6"C, nékteti zapisiiC =

1 1 1
7 HC=4-0,C=%-N.

94



Opét nutno dodat, Ze nékteii Zaci budou schopni samostatné tvorit podobné zapisy az v patém,
nebo dokonce v Sestém rocniku.

Cely zde popsany proces budovani jazyka pismen se odehrava v rtiznych situacich, takze
z&soba zkusenosti, které zak nabyva, je Siroka.

5.1.5.5 Ilustrace ulohy, ktera vychazi z geometrické situace
Cilova skupina: #4ci 1. stupné ZS$, 2. aZ 4. roénik

Cil ulohy: Z4ci eviduji aritmetické jevy pomoci tabulky a hledaji souvislosti mezi aritmetic-
kymi jevy a vztahy

Poti‘ebny ¢as na aplikaci: iloha 3) 30 min i vice
Uloha 3. Z divek je vytvorena fada nékolika rovnostrannijch trojtihelniki (na obrdzku jsou to

4 trojuhelniky). Urci, kolik divek je tfeba na vytvoreni 1, 2, 3, 4, 5, ...10, 20, 50 trojihelnik.
Kolik drivek je tfeba, kdyz pocet trojiihelnikii bude myslené ¢islo t?

Obr. 5.3. Rada trojiihelnikt z diivek

Z4aci druhého ro¢niku si diléi vysledky zapisi do tabulky 5.4 a zjisti, Ze v druhém radku &isla
rostou po dvou - jsou to vesmés ¢&isla licha.

Tab. 5.4
trojuhelnikt 1 2 3 4 5 6 . 10 . 20
drivek 3 5 7 9 11 13 e 21 41

Z4ci étvrtého (n&kdy i tietiho) roéniku z poslednich dvou sloupcti odhali, Ze ,dfivek je dvakrat
tolik, co trojihelniki, a navic jesté jedno“. Zapi§ito:d=2 -t + 1.

Nasledujici tii fotografie (obr. 5.4, 5.5 a 5.6) dokumentuji proces Fe$eni této ulohy Zaka

3. ro¢nikuy, ktery mél potiebu si modelovat 50 trojuhelnikovych okének. Uéitelka nijak zaka
neurychlovala a tuto zku$enost mu doptala.
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Obr. 54

Obr. 5.5 Obr. 5.6

5.1.6 Zavér prvni ¢asti

V prvni ¢asti kapitoly jsme se zamétili na rozvoj schopnosti zaka 1. stupné Z8, které lze
efektivné rozvijet v matematice a které jsou soutasti matematické (a nejen matematické)
gramotnosti. Ukazali jsme, jak je cesta od aritmetickych zkusenosti zdka k zavedeni velice
abstraktniho jazyka algebry dlouhd a naro¢na. Naroc¢na je predevsim na trpélivost uditele
a jeho znalost poznavaciho procesu v matematice, ktery zajisti Zakovo porozuméni. Z toho-
to divodu jsme nabidli série tloh, které lze aplikovat od 1. ro¢niku a které zajisti prozitky
raznymi smysly. Zku$enost, kterd zdkovi projde rukama, pohybem jeho téla, vdemi smysly,
je cennd, trvald a umozni zakovi hlubsi porozuméni.

Také jsme se zabyvali vztahem Zaka k matematice, nebot ten je kli¢ovy pro rozvoj jakychkoliv
schopnosti zaka.
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Summary

In the first part of this chapter we focus on the abilities of primary school pupils which could
be developed in mathematics lessons and which are considered as a part of mathematical
literacy. We showed how the way from early arithmetical experience to very abstract language
of algebra is long and demanding. Demanding particularly to the patience of the teachers
and their knowledge of learning process in mathematics which enable pupil’s understand-
ing. From this reason we offered series of tasks which could be applied from 1% grade and in
which the pupils experience use different perceptions. Experience, which pupils get through
their hands, body movement, all perceptions is very precious, is long lasting and enable
pupils deeper understanding.

The chapter also deals with the pupil’s approach towards mathematics, since this is key
phenomenon for the development of any pupil’s abilities.

5.2 Od aritmetiky k algebfe na 2. stupni ZS
Antonin Jancarik

Abstrakt:

Druhad ¢ast této kapitoly se zabyva postavenim a vzadjemnymi vazbami aritmetiky a algebry
na 2. stupni ZS. Cilem autort je predstavit nékolik aktivit, které tyto dvé discipliny propo-
juji. Jednotlivé aktivity se zamétruji na vyuziti algebraickych rovnosti pro konkrétni vypocty
v ramci aritmetiky. Aktivity poméhaji pteklenout hranici mezi obéma disciplinami, snazi se
na praktickych tlohach ukézat, jaky je vyznam a praktické vyuziti vzorct, které se zaci uéi
v algebi‘e. Jednotlivé tlohy jsou vhodnym néstrojem pro procvi¢ovani, ale také pro diagnos-
tiku aktualniho porozuméni problematice u zaku.

Kli¢ova slova:
algebra, aritmetika, aplikace algebry, diagnostika, odmocnina, faktorizace
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Abstract:

The second part of this chapter focuses on the role of and connections between arithmetic
and algebra on lower secondary school level. The goal of the authors is to introduce several
activities that link these two disciplines. The activities focus on the use of algebraic identi-
ties for specific calculations within arithmetic. The activities help to bridge the boundary
between the two disciplines. Using practical tasks the authors of the chapter try to show the
meaning and practical use of formulas pupils learn in algebra. The tasks are a suitable tool for
practicing but also for diagnosis of current level of pupils’ understanding of the problem.

Keywords:
algebra, arithmetic, application of algebra, diagnostics, square root, factorization

5.2.1 Cile vyuky algebry na 2. stupni ZS

Vyjdeme-li z ramcovych vzdélavacich pland pro zakladni $kolu (2013), nalezneme aritmetiku
i algebru v ramci oblasti nazvané Cislo a proménna. Algebra je zde zastoupena dvéma oéeka-
vanymi vystupy. Prvnim z téchto vystupt je M-9-1-07 - Zadk matematizuje jednoduché reélné
situace s vyuzitim proménnych; uréi hodnotu vyrazu, s¢itd a nasobi mnohocleny, provadi
rozklad mnohoélenu na souéin pomoci vzorct a vytykanim.

Druhy pak piedstavuje aplikovanou podobu algebry, M-9-1-08 - zak formuluje a es$i realnou
situaci pomoci rovnic a jejich soustav.

K témto vystuptim se pak vazi dva body uéiva:

vyrazy - ¢iselny vyraz a jeho hodnota; proménn4, vyrazy s proménnymi, mnohoc¢leny
rovnice - linedrni rovnice, soustava dvou linearnich rovnic se dvéma nezndmymi.

Zde je tedy odpovéd, co mame v ramci algebry na druhém stupni ucit. Nenalézdme zde v$ak
odpovéd na to, pro¢ to mame vyucéovat, resp. co je cilem této vyuky. Neékteii kritici $kolské
matematiky poukazuji na to, Ze Gpravy, které se Zaci pracné uci, dnes zvladne i obycejny
telefon. Stac¢i vyraz ¢i rovnici vyfotografovat a nésledné si na displeji precist feSeni, véetné
postupu. Pro¢ tedy ztracet ¢as?

Pokusim se na tuto otazku odpovédét. Kapitola, ve které je popsan vzdélavaci obsah oboru, je
az druhou kapitolou vénovanou vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Prvni kapitolou
je charakteristika vzdélavaci oblasti, v rdmci které nalezneme i cilové zamétené oblasti, tedy
dtavody, pro¢ matematiku vyudujeme a k ¢emu mame zaka v rdmci vyudovani matematice
vést. Pokusim se uvést tti cile, které se primo vztahuji k algebte:

1) Ptivyuce algebry vedeme Zaka k rozvijeni paméti prostiednictvim numerickych vypodti
a osvojovani si nezbytnych matematickych vzorct a algoritmt. Tedy jednim z divod1i, pro¢
chceme, aby si Zaci zapamatovali nejraznéjsi vzorce a algoritmy je i to, Ze chceme touto
cestou rozvijet specifickou formu paméti, kterou pak bude zak moci pouzivat cely Zivot.

2) Pri vyuce algebry vedeme zaka k pifesnému a strué¢nému vyjadiovani uZzivanim mate-
matického jazyka véetné symboliky, provadénim rozborti a zapist pii feSeni uloh a ke
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zdokonalovani grafického projevu. Tedy u¢ime zéka jazyk, ktery umoziuje zakovi presné
popisovat vztahy mezi proménnymi, provadét zapis zadani a v ptipadé potieby i tulohy
resit.

3) Pii vyuce algebry vedeme Zéka k rozvijeni davéry ve vlastni schopnosti a moZnosti pti
teseni uloh, k soustavné sebekontrole pti kazdém kroku postupu fes$eni, k rozvijeni sys-
tematiénosti, vytrvalosti a pfesnosti. Zde nachazime dtvod, pro¢ nestaci, aby zak vyfotil
zadani a nésledné opsal fe$eni. Timto postupem, na rozdil peclivé prace s algebraickymi
vyrazy, se nemuiiZe naucit systemati¢nosti, vytrvalosti a pfesnosti. Na opisovani se nemusi
soustiedit, netrénuje si sebekontroly, a tudiz si ani nemutiZe rozvijet dtivéru ve vlastni
schopnosti a moZnosti pti feseni uloh.

5.2.2 Aritmetika a algebra

Aritmetika a algebra jsou dvé rozdilné matematické discipliny, které v8ak spolu izce souvisi.
Zatimco na aritmetiku mtzeme hledét jako na poc¢itani s ¢isly, 1ze algebru chépat, predev$im
ve $kolni matematice, jako poc¢itani bez ¢isel. Diky poc¢itani ptiklad s ¢isly se Zaci seznamuji
s prvnimi algebraickymi vlastnostmi jednotlivych poéetnich operaci a na druhou stranu
abstraktni algebraické vlastnosti ndm mohu usnadnit poéitani s konkrétnimi ¢isly.

Ukazka

Pii délent dvojcifernym éislem édst Zdku postupuje tak, Ze délitele zaokrouhli na desit-
ky, odhadne vysledek a pak spocéte konkrétni ndsobek délitele a odecte. Pri tomto postupu
nékdy dochdzi k tomu, Ze odhad je chybny a je nutné jej upravit, znovu vyndsobit a odedist.
Jednoduchou pomitckou, kterd vypocet zefektioni, je pred vlastnim délenim vypsdni vsech
ndsobkti délitele od 1 do 10 a pak v procesu déleni jen dohleddvdni potifebného ndsobku.
Pri seznamovdni Zdki s timto postupem bylo opakované pozorovdno, Ze velkd ¢dst Zdki u kazdého
ndsobku znovu ndsobi. Pritom mnohem jednodussi a rychlejsi je délitele opakované pricitat.

Pfi situaci v ukazce Zaci sice védi, Ze ndsobeni ptedstavuje opakované s¢itani, nedokazi vsak
tento poznatek aktivné aplikovat. V této situaci mtize ucitel v souladu s Vygotského teorii
zony nejblizsiho vyvoje Zaky na tento fakt upozornit, a tak jim pomoci jej ve svych vypoétech
pouzivat. Mimochodem vypisovani vSech ndsobkt az po deset je velmi dileZité, protoze
spravnost toho nasobku si mtize zadk snadno zkontrolovat. Diky tomu ziskava jiz v pribéhu
reSeni zpétnou vazbu a prvni utvrzeni, Ze postupuje spravne.

5.2.3 Jak rozpoznat algebraické znalosti v aritmetice

Z pohledu utitele je velmi zasadni schopnost spravné uréit stupeil poznani, ve kterém se
z&k nachézi a dle néj ptizptisobit vyklad latky i tkoly, které jsou mu piedkladany k feseni.
U algebraickych dovednosti mtizeme troven aktualniho poznani dobie rozpoznat ze zptiso-
bu, jakym zak pocita. Napiiklad jestli u souétu rady ¢isel pouziva efektivné asociativnost
a komutativnost operaci k tomu, aby si vypocet zjednodusil (Pii vypoétu souctu 7 + 6 + 3
nejprve vypodéte 7 + 3 a nasledné ptitte 6). Mnoho piileZitosti pro diagnostiku nam nabizi
také néasledujici aktivita.

Cilova skupina: #4ci 2. stupné ZS
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Cile ulohy: rozvijeni po¢etni dovednosti zakt

Pottebny ¢as na aplikaci: 10-15 minut na ptedstaveni aktivity; délka hry v jedné vyucovaci
hodiné 5 minut; zatazovat hru lze pribézné do hodin matematiky

Hra desitka

Ndhodné vylosujeme 4 ¢isla od 1 do 10 (doporuéujeme pouZivat karty na hru Ligretto). Ukolem
zdk je z vylosovanyjch ¢&isel sestavit matematicky vyraz, ve kterém je kazdé cislo pouZito prdvé
jednou, neobsahuje jind ¢isla a jehoZ hodnota je 10 (Jan¢atik, 2007).

Tuto aktivitu lze realizovat s celou ti*idou, protoze efektivné rozviji pocetni dovednosti. Pii
opakovaném hrani se v§ak rychlost odpovédi na tolik zvysi, Ze jiZ neni mozné ji hrat s celou
t¥idou najednou. Osvéd¢ilo se rozdélovat zaky do dvojic a hrat hru v kazdé dvojici samostatné,
Zaci se kontroluji navzajem.

Pokud uéitel neukonéi hru po prvnim spravném reSeni, ale d4 prostor dal$im zaktm k nale-
zeni dal$ich kombinaci, velmi ¢asto dochdzi k diskuzim na téma, které vyrazy jsou stejné
a které razné. Tyto diskuze poskytuji uditeli cenné poznatky o tom, jak zaci na konkrétni
operace nahlizi a které jejich algebraické vlastnosti jiz maji natolik zazité, Ze jejich pouziti
v jejich chapani neméni vyraz.

Napt.5-(3+6-7)a(6+3-7)-5nebo ((5+3):4)-5a(5/4)-(3+5).

Soucet Fady lichych éisel

Pfi pocitani s ¢isly mohou Zaci objevovat mnoho raznych vztaht, které mezi ¢isly plati.
Naptiklad, Ze souc¢in dvou lichych ¢isel je vzdy lichy. Tyto vlastnosti lze nasledné také popsat
pomoci vzorct. Jednou z takovych ¢iselnych zdkonitosti je to, Ze soucet *ady lichych ¢isel
je vzdy ¢étverec:

1=1, 1+3=4, 1+3+5=9, 1+3+5+7=16, 1+3+5+7+9=25,...

Pokud je takova vlastnost objevena, je dtlezité zjistit, zda se jednd jen o ndhodu, nebo existuje
pro nalezeny vztah néjaky divod a lze dokdazat, Ze tato vlastnost plati ve v8ech ptipadech.
Dtikaz tvrzeni nemusi byt vzdy v podobé algebraické, ale 1ze u nékterych tvrzeni miaze mit
i grafickou podobu (obr. 5.7).

91919(9]°9

717|7|7]°9

5|/5[5]7]9

3[3[5[7(9

1(3[5]7]°9
Obr. 5.7
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Otazkou je, zda zak dovede uvedeny poznatek i aplikovat pro vypodty, napt. pokud mé vypsat
neékolik po sobé jdoucich druhych mocnin, zda bude nésobit, nebo pti¢itat.

25%= 625, kolik je 262?
26%2= 252+ 51 =625 + 51 = 676.
Uvedeny vypocet miize samoziejmé vychézet jak z uvedeného pozorovani, tak z aplikace

vzorce (n +1)%=n%+2n + 1.

5.2.4 Vyuziti algebraickych rovnosti pro aritmetické vypocty
Vys$e uvedend rovnost neni jedinou, kterou mohou Zaci pro vypoéty pouzit. V dal$im textu
si ukdZeme nékolik dal$ich vzorcit a jejich vyuziti v aritmetice.

(a-b)-(a+b)=az-b?

Mozn4 je to piekvapivé, ale tato zdkladni rovnost, se kterou se seznamuji zaci na druhém
stupni zdkladni $koly, je hlavnim ndastrojem, ktery je pouzivan pii pokusech o proloment $ifry
RSA. Diky ni lze totiz v nékterych pripadech rozlozit ¢isla na souéin prvoéisel.

Cilova skupina: #4ci 9. roéniku Z$
Cile aktivit: ukazat na praktické vyuziti algebraickych znalosti pro aritmetické vypocty
Potiebny ¢as na aplikaci prikladt: jedna vyucovaci hodina (pro nasledujici dvé tlohy)

Priklad
Vite, Ze 221 = 225 - 4. RozloZte 221 na soudin provocisel.

Reseni

Protoze vime, 7ze 225=15-15a4=2- 2,

dostavame 221 =15%-22=(15-2) - (15 + 2) =13 - 17.

Obdobnym zptisobem lze rozlozit i ¢isla 143 =144 -1, 323 =324 -1 ¢1187 =196 - 9.

(10+a) - 10+b)=100+10-(a+b)+a-b

Tuto jednoduchou rovnost lze pouZit pro snadné vypocty soudint ¢isel o méalo vétsich nez 10
pomoci prstu. Sta¢i na prstech prvni a druhé ruky ukazat, o kolik je prvni, resp. druhé ¢&islo
vétsi nez deset a nasledné dopocist vysledek, vzit sto, pii¢ist tolik desitek, kolik ukazujeme
prstti a nasledné ptidat sou¢in ukazanych prstt.

Piiklad

Chceme spocditat kolik je 13x14. Na proni ruce ukdZeme 3 prsty, na druhé 4 prsty. Viysledek je pak
sto plus sedmdesdt (vidim 7 prstii) plus dvandct, tedy sto osmdesdt dva.
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Aktivitu miZeme ve vyuce zavést tak, Ze zdkam ukaZeme, jak se vypocet provadi a nasledné
je vyzveme, aby se pokusili zjistit, pro¢ postup funguje, a aby dokazali, Ze je spravny.

(10a + b) - (10a + b) =100a?+ b - (20a + b)

Uvedend rovnost je zdkladem pro rychlej$i po¢itani druhé mocniny a predevsim pro vypocet
odmocniny z daného ¢&isla.

Cilova skupina: ?4ci 9. ro¢niku ZS

Cile aktivit: ukazat na praktické vyuziti algebraickych znalosti pro aritmetické vypocty
Poti‘ebny ¢as na aplikaci ptiklada: jedna vyudovaci hodina (pro nésledujici t¥i ptiklady)
Piiklad

Chceme spocitat kolik je druhd mocnina z &isla 321. Dvakrdt pouZijeme uvedenou rovnici, poproé

pro vypocet 322 a ndsledné pro dopocitdni 3212

Reseni

(o))
N
5

Na pronim rddku pocitdme 3?, ve druhém priddvdme 62 - 2 a ve tietim 641 - 1.

Uvedeny postup lze samozi'ejmé i obratit a mtizeme pomoci néj zadané ¢islo odmocnit (Dvo-
takova, Skarda, 2014).

Priklad
Naleznéte druhou odmocninu ¢isla 354217.

Re$eni
3 5 4 2 1 7 = 5 9 5
2 5
1 0 4 2
9 8 1
6 1 1 7
5 9 2 5
1 9 2
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V pronim kroku odeéitdme 5 - 5, ve druhém 109 - 9 a ve ti'etim 1185 - 5.
Zjistujeme, Ze odmocnina z ¢isla 354217 je 595 a zbytek 192, tedy, Ze plati:
354 217 = 595 + 595 + 192.

Pokud bychom chtéli vypocet s vétsi ptesnosti, miizeme pokradovat ve vypodétu. V praxi je
znalost algoritmu vhodné pro odhad velikosti odmocniny z daného ¢&isla.

Priklad
Ctvercovd zahrada md plochu 1756 m?, odhadnéte délku jeji strany.

Reseni

Z proni iterace algoritmu je zi'ejmé, Ze délka strany bude vice nez 40 metri (16 < 17 < 25), z druhé
pak, Ze bude o néco mdlo mensi nez 42 metrii (156 < 82 - 2).

Délka strany je priblizné 42 metra.

5.2.5 Zavér druhé céasti

Aritmetika a algebra spolu velmi tizce souvisi. Ve $kolni praxi je jednim z prvni algebraickych
témat zavadéni a vyuzivani sou¢inovych vzorci. V ulohach, které uéebnice nabizi, je vsak
jen velmi malo aplikaci téchto vzorct na aritmetické vypocty. Proto jsme se v ramci tohoto
textu snazili predlozit nékolik praktickych namétt, jak u¢ivo algebry a aritmetiky propojovat
a tak usnadnit zakam ptrechod od vypoctt s ¢isly k algebraickym vyraztim.

5.2.6 Literatura k druhé ¢éasti

DVORAKOVA, I'ubomira a Cenék SKARDA. Pomoc od bezmoci z odmocnin. Uéitel matematiky.
Praha: Jednota ¢eskych matematiku a fyzika, 2014, 23(1), str. 35-44. ISSN 1210-9037.

JANCARIK, Antonin. Hry v matematice. Praha: Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta,
2007. ISBN 978-80-7290-339-9.

Rdmcovyj vzdéldvact program pro zdkladni vzdéldvdni. [online]. Praha: MSMT, 2013. 142 s. [cit.
2019-07-07]. Dostupné z: http://www.nuv.cz/file/433_1_1/

Summary

The second part of this chapter focuses on the role of and connections between arithmetic
and algebra on lower secondary school level. The goal of the authors is to introduce several
activities that link these two disciplines. In the theoretical introduction, the authors intro-
duce 3 goals of teaching algebra on elementary school. The practical part then presents four
specific activities:

e Ten game

e Sum of a series of odd numbers

e Use of algebraic identities in search for factorization
e The square root algorithm
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The activities focus on the use of algebraic identities for particular calculations within
arithmetic. The activities help to bridge the boundary between the two disciplines. Using
practical tasks the authors of the chapter try to show the meaning and practical use of for-
mulas pupils learn in algebra.

The tasks are a suitable tool for practicing but also for diagnosis of current level of pupils’
understanding of the problem.
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6 Reseni (slovnich) iloh ve vyuéovani
matematice

Jarmila Novotnd, Hana Novdkovd

Abstrakt:

Hlavnim cilem materialu je seznamit ¢tenafe s riznymi heuristickymi (nealgoritmickymi)
strategiemi re$eni hlavné slovnich uloh. Pozornost je zamérena na daleZitost a role situa-
ci, které podporuji matematickou tvotivost Zaku (nalézani vlastnich tresitelskych postupt
v nestandardnich situacich), a na moZnosti, které ma uéitel pro to, aby zménil piistup zakit
k feseni tloh od fe$eni pomoci algoritmu, ktery jim byl ptedlozen, smérem k vlastnimu tvo-
Fivému hledani vhodnych, i kdyz nékdy ,neskolskych” resitelskych strategii. Zdtraznéna
je dulezitost a priori analyzy ulohy podle teorie didaktickych situaci v matematice. Vyklad
a ukazky analyz a priori nékolika tloh jsou doplnény informaci ze zatazeni tloh do vyuéovani
a ukazkami zdkovskych praci. [ kdyz uvedend ukazka probéhla v jedné vyucovaci hoding, je
mozné ji realizovat i v nékolika ¢astech v riznych vyucovacich hodinach.

Kli¢ova slova:
reSeni uloh, heuristické strategie, a priori analyza, teorie didaktickych situaci v matematice

Abstract: The main aim of the material is to acquaint the reader with different heuristic
(non-algorithmic) solving strategies for word problems. The attention is paid to the impor-
tance and role of situations supporting pupils’ mathematical creativity (finding individual
solving procedures in non-standard situations) and to possibilities that the teacher has for
changing pupils’ approaches from using a presented algorithm to looking for appropriate,
sometimes even “non-scholar” solving strategies. The importance of a priori analysis of the
problem according to the Theory of didactical situation in mathematics is emphasized. The
presentation and examples of a priori analyses of selected problems are accompanied by
information about possible use of problems in lessons and about original pupils’ solutions.
Although the presented teaching unit was conducted in one lesson, it may be divided into
several activities and be conducted in a series of lessons.

Keywords:
problem solving, heuristic strategies, a priori analysis, theory of didactical situations in
mathematics

6.1 Uvod

Zéakladem uspésného uceni se matematice je feSeni tiloh, které pomaha rozvoji tvotivosti,
jejimu rozsirovani a kultivaci. V tomto materialu se zamétime na slovni tilohy. Pod pojmem
slovni uloha budeme rozumét ve shodé napi. s (Kutina, 1989, s. 61) takovou tlohu, v jejimz
zadani se vyskytuji objekty, jevy a situace z nejraznéj$ich mimomatematickych oblasti.
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Reseni slovnich dloh patii mezi ty ¢asti $kolské matematiky, které jsou pro zaky v mnoha
ptipadech velmi obtiZné. Maji v§ak vyznamnou roli hlavné proto, Ze vét$ina Zivotnich situ-
aci je popséna slovy a FeSeni slovnich uloh je jednou z mala oblasti ve $kolské matematice,
ktera vyzaduje matematizaci situaci zadanych slovné a zpétnou transformaci ziskaného
matematického fe$eni do kontextu tlohy (Novotng, 2000).

V tomto metodickém materidlu se zamétujeme na strategie, které jsou vhodné pro pouZiti
pti feSeni slovnich tloh, a na jejich vyuziti zaky pti feseni.

6.2 Reseni dloh
6.2.1 Uvodni informace

Pélya (1981, s. ix) charakterizuje fe$eni tlohy takto: ,Resit ilohu znamena najit cestu z obtiz-
né situace, cestu, jak obejit ptekazku, cestu k dosaZzeni cile, ktery nebyl bezprostiedné
dosazitelny.“ Zptsoby, kterymi lze tlohy fesit, rozdélujeme v souladu s (Eisenmann, Novotna,
Ptibyl, v tisku) do t¥i zakladnich skupin: p#imy zptisob, uZiti heuristické strategie, pokus.
Primy zptisob fes$eni ulohy spociva v zopakovani nau¢eného postupu nebo v ptimém vyuziti
znalosti. UZiti heuristické strategie odpovida situaci, kdy Zak je vnitiné motivovan k tomu,
aby ulohu vytesil, ale k vyie$eni mu chybi znalost, nauéeny postup, dovednost. Heuristickou
strategii (nékdy téz heuristicky pfistup ¢i heuristiku) vymezujeme jako proces feseni uloh
zaloZeny na hledanf, zkoumani a experimentovani. Pokus predstavuje situaci, kdy zakovi
chybi vnitini motivace k feseni dilohy. Vysledek prosté ,odhadne‘ a obvykle ani nepozaduje
zpétnou informaci o tspé$nosti. Zak totiZ ve skutetnosti fe$i problém ,zbavit se tilohy".

V fadé ptipadt Zaci sami, spontanné, pouzivaji heuristické strategie a jde ptitom o prirozeny
proces. Stejné tak uditelé v fadé ptipadd vhodnym zptisobem navadi zaky k pouZiti heuristic-
ké strategie, byt to ani jedna strana vyu¢ovaciho procesu tak nenazyva. V souladu s autory
(Eisenmann, Novotnad, Ptibyl, v tisku) ,vychéazime z ptedpokladu, Ze pokud se bude o t&chto
strategiich fe$eni tloh hovotit ve vyuce a zZaci s nimi budou systematicky seznamovani, pak
se Zaci nejen zlepsi v feSeni uloh, ale jak ukazuji vysledky experimentti, dojde i k rozvoji
zéka jako takového®.

V ramci projektu GACR 407/12/1939 byly sledovany tyto fesitelské strategie, souhrnné ozna-
¢ovany jako heuristické strategie: Pokus - ovéieni - korekce, Systematické experimentovani,
Analogie, Preformulovani dlohy, Pouziti fesitelského obrazku, Pouziti grafti funkci, Vypusténi
podminky, Cesta zpét, Zobecnéni a konkretizace (piip. Konkretizace a zobecnéni), Zavedeni
pomocného prvku, Rozklad na jednodu$si ptipady a Uziti fale§ného piedpokladu (Eisenmann,
Novotna, Ptibyl, 2015).

Novakova (2013) se zaméiila na analyzu a priori didaktickych situaci a na jeji vztah k pii-
pravam na vyuku matematiky v praxi ucéitelt matematiky. V teorii didaktickych situaci
v matematice je analyza a priori popséana jako ,profesni nastroj, ktery muaze ucitelim pii
planovani vyuky pomoci“ (Novakova, 2013, s. 21). Jednou z hlavnich slozek analyzy a priori
je vyhledani co nejvice moznych strategii feseni tloh (spravnych i chybnych). Tuto ¢ast
analyzy a priori ilustrujeme v druhé ¢asti metodického textu na konkrétni ukazce. Také zde
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porovnavame piredpokladany prabéh vyuky se situaci, jak se vyvinula pii zatazeni navrzené
situace v hodiné.

6.2.2 Predstaveni heuristickych strategii pouZitych v projektu
GACR 407/12/19392

6.2.2.1 Pokus - ovéreni - korekce

Tuto strategii fadime ke strategiim, pomoci kterych se fesitel snazi experimentovanim dojit
k hledanému vysledku. Nejprve na zakladé svych zkusenosti odhadne feseni predlozené tlohy.
Nésledné ovéri, zdali toto reSeni vyhovuje zadani. Dalsi ptipadny odhad jiz udéla na zakladé
toho, jak vysel ptedchozi vysledek. Takto postupuje dale az do nalezeni feSeni. Jednotlivymi
iteracemi se mtiZzeme dobrat k pozadovanému #eseni, nebo alespori nalézt fe$eni, které se
od daného Feseni 1isi chybou, ktera je pro nés jiz ptijatelna. V ptipadé, kdy zptisob feseni
ulohy je fesiteli neznamy, mtize ziskat experimentovanim velmi dobry vhled do ulohy. Tato
strategie patfi k nejuniverzalnéj$im.

Ilustrace

Zadani: Urcete dvé po sobé nasledujici licha ptirozena ¢isla tak, aby jejich soucdin byl 323.
(Zadani ulohy je prevzato a upraveno z (Cihlat, Zelenka, 1998, s. 89).)

ReSeni: V tabulce 6.1 jsou ukdzany itera¢ni kroky pro jednotlivé zvolené hodnoty ilustrujici
proces fe$eni. Postupné volime dvé po sobé jdouci liché ¢&isla a zkouméame jejich souéin.
Podle posledniho sloupce se pak rozhodujeme, zda ¢isla zvét$ime, nebo zmensime, dokud
neziskame reSeni.

Tab. 6.1
Prvni liché &islo Druhé liché ¢&islo Soudin ¢isel Je to ¢islo 323?
1 3 3 Neni. To je (hodné) mélo
11 13 143 Neni. To je mélo
21 23 483 Neni. To je moc
19 21 399 Neni. To je moc
17 19 323 Ano. To je ono

Odpovéd: Hledanymi ¢&isly jsou ¢isla 17 a 19.

2 Podrobnéjsi popisy strategii a dalsi ukazky jejich vyuziti 1ze nalézt napt. v (Eisenmann, Novotn4, Ptibyl, 2015,
v tisku).
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6.2.2.2 Systematické experimentovani

Systematické experimentovani je strategie, pti které se resitel pokousi nalézt feSeni tilohy
pomoci jednotlivych experimentti. Zahéjeni je stejné jako u strategie Pokus - ovéteni - korek-
ce: Na z&kladé svych zkusenosti fesitel odhadne fe$eni predlozené tlohy. Nasledné ovéii, zdali
toto fe$eni vyhovuje zadani. Pokud odhad nevyhovuje, systematicky méni vstupni hodnoty
algoritmu tak dlouho, aZ nalezne spravné feseni.

Ilustrace

Zadani: Cast listka do divadla stala 220 K& a ¢4st byla po 160 K&. Kolik bylo kterych, jestlize
celkova cena za 97 listk byla 19 300 K¢&?

Re$eni: K samotnému experimentovéni vyuZijeme tabulkovy procesor. Zde uvedena tabulka
6.2 je kracena.

Tab. 6.2
Pocet listkt za N Pocet listkt za M .
cenu 220 K& Cena v K¢ cenu 160 K& Cena v K¢ Celkem v K¢
97 21 340 0 0 21 340
96 21120 1 160 21280
75 16 500 22 3520 20 020
74 16 280 23 3680 19 960
64 14 080 33 5280 19 360
63 13 860 34 5 440 19 300
62 13 640 35 5600 19 240
18 3960 79 12 640 16 600
17 3740 80 12 800 16 540
1 220 96 15 360 15580
0 0 97 15520 15520

Odpovéd: V divadle prodali 63 listkti po 220 K¢ a 34 listkt po 160 K&.
6.2.2.3 Analogie

Ma-li fesitel fesit urc¢itou tilohu, najde analogickou tlohu, tj. ilohu, kterd bude pojednavat
podobnym zptsobem o analogickém objektu. Pokud se mu podafi tuto novou ulohu vyresit,
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nebo pokud jeji feseni jiz zné, mliZze ¢asto metodu jejiho feSeni nebo piimo vysledek pouzit
i pti feseni tlohy ptivodni.

Ilustrace

Zadani: Na ujeti 420 km spottebovalo auto 29 1 benzinu. Jaka je jeho primérna spotieba
benzinu na 100 km?

Re3eni: Zformulujeme é&iselné jednodudsi ulohu, ktera pomiiZe najit fesitelskou strategii:
Na ujeti 200 km spotiebovalo auto 16 | benzinu. Jaka je jei}c,'lo primérnd spotieba benzinu na
100 km? Odpoved je ztejma: vysledek vypocteme takto: == = 8, primérné spotteba benzinu
na 100 km je 8 1. Stejnym zptisobem vyfesime pivodni tlohu: :E =69; prGmeérnd spotteba
benzinu na 100 km je 6,9 1. B

Odpovéd: Pramérna spotfeba auta na 100 km je ptiblizné 6,9 1.

Poznamka: Pti pouziti strategie Analogie je tteba davat pozor na to, zda nové zformulovana
tiloha je opravdu analogicka se zadanou tilohou. Z&ci éasto prohlasuji za analogické situace,
které ve skute¢nosti analogické nejsou (piiklad 2 < 3, analogicky -2 < -3).

6.2.2.4 Preformulovani ulohy

PIi pouziti této strategie resitel preformuluje zadanou tlohu na novou, nékdy zcela jinou,
ulohu, kterd je pro ného snadnéjsi k feenti a jejiz feseni je bud ptimo fe$enim ptivodni tlohy,
nebo jeji feSeni podstatné piiblizuje. Specidlnim a velmi dilezitym pripadem této strategie
je pieklad ulohy z jednoho matematického jazyka do jazyka jiného (napt. klasické ulohy
geometrie, jako byla napft. trisekce thlu, se podatilo vytesit ve chvili, kdy byly ptelozeny do
jazyka algebry).

Ilustrace

123 124
Zadani: Rozhodnéte, ktery zlomek je vétsi: 1772 nebo 12z

Reseni: Preformulujme zadanou ulohu napt. takto: M&jme dvé stejné pizzy (shodné kruhy).
Prvni z nich rozdélime na 125 shodnych dilt, druhou na 126 shodnych dilt. Z kazdé pizzy
odebereme jeden dil. Ve které pizze toho ziistane vice? ProtoZe byl z druhé pizzy odebran
mensi dil, musi v ni zbyt vic.

125

Odpovéd: e

6.2.2.5 Pouziti reSitelského obrazku

Resitel znazorni zadani ilohy pomoci tzv. fesitelského obrazku. V ném oznaéi to, co je déno,
a ¢asto i to, co chce ziskat. MtiZe se stat, Ze pti kresleni obrazku uz uvidime fe$eni tlohy. Ve
vétsing pripadd vsak je pied vyfeSenim tteba s obrazkem rtizné manipulovat (napi. dokreslit
néjaké pomocné prvky).
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Ilustrace

Zadani: Mé&jme ¢tverec vepsany do kruhu, ptitemZ tento kruh je vepsan do ¢tverce (obr. 6.1).
Urcete, jakou ¢ast obsahu vétsiho étverce zaujima mensi étverec.

Obr. 6.1

Reseni. Ulohu snadno vyfe§ime pomoci vhodného otogeni mensiho ¢tverce a doplnéni jeho

uhlopticek (obr. 6.2):

Y
\

Obr. 6.2

Odpovéd: Mensi ¢tverec zaujima polovinu obsahu vétsiho ¢tverce.

6.2.2.6 Pouziti graft funkci

Pokud jsou v zadani tlohy funkce nebo pokud se pii jejim fe$eni ukaze, Ze je vhodné néjaké
funkce zavést, pak je obvykle vhodné si sestrojit grafy téchto funkci. Takovéto grafy ¢asto
velmi podstatnym zptsobem ptispéji k nalezeni feSeni dané ulohy. Je to specidlni pripad
pouziti Fesitelského obrazku.

6.2.2.7 Vypusténi podminky

Je zadana uloha, v niz je nékolik podminek. Pokud resitel neni schopen pti feseni takového
problému splnit najednou véechny pozadované podminky, mtZe si polozit otazku: ,Co ptesné
¢ini tento problém tak slozity?“ Podati-li se mu uréit, ktera ze vstupnich podminek je tou
obtiZnou, mtiZe se pokusit ji vypustit. Jestlize se mu povede takto oslabenou tlohu vytesit,
k vypusténé podmince se vrati a ilohu se pokusi dotesit.

Ilustrace
Zadani: Sestrojte obdélnik ABCD, jehoz strany jsou v poméru 3 : 2 a jehoz thlopiitka méa

délku 7 cm.
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Reseni: Vypustime-li podminku ,tithlopti¢ka ma délku 7 cm*, dostavame velmi jednoduchou
ulohu. Sestrojime obdélnik AKLM, jehoz strany budou mit délku napt. 3 cm a 2 cm. Hledany
obdélnik je pak se sestrojenym obdélnikem stejnolehly podle sttedu A. Vrchol C tedy lezi na
poloptimce AL ve vzdalenosti 7 cm od vrcholu A. Dalsi ¢ast konstrukce je ziejma.

6.2.2.8 Cesta zpét

V matematice se jednd o ¢asto uzivanou strategii, kdy zname koncovy stav, zndme poc¢ateéni
stav a snazime se nalézt postup fe$eni, nebo zndme koncovy stav, postup fe$eni a snazime
se najit po¢ateéni stav. Regeni tlohy je potom zaloZeno na ,otoéeni‘ nalezeného postupu.

Obvyklymi ptiklady pouziti této strategie na druhém stupni jsou geometrické konstrukéni
ulohy, kdy na za¢atku procesu fe$eni predpokladame, Ze feSeni existuje a ma hledané atributy.
Jejich analyzou pak dojdeme k po¢ateénim podminkam tlohy a obracenim celého postupu
pak ziskdme popis konstrukce. Ptikladem druhého zptisobu pouziti cesty zpét jsou ,¢iselni
hadi’, se kterymi se setkdvame na prvnim stupni zakladnich $kol. Na stitedni $kole je mozné
tento zplisob feSeni pouZit pii dokazovani.

Ilustrace

Zadani: Adam rika: ,Nejprve jsem prohral ¢tvrtinu svych sklenének a pak jesté étvrtinu
toho, co mi zbylo, takze ted mam jen 18 sklenének.“ Kolik sklenénych kulicek mél Adam
ptivodné?

Reseni: Postupujme od konce. Adamovi zbylo na konci hry 18 sklenének, coZ bylo  sklené-
nych kuli¢ek, které mél pied druhou prohrou. Do druhé hry Adam vstupoval se ; sklenenek
tedy s 24 kuli¢ckami, coZ bylo kuli¢ek, se kterymi hral prvni hru. Prvni hru Adam zacal se -
kuli¢ek, tedy se 32 sklenénkami, coz byl ptivodni podet.

Odpovéd: Adam mél 32 sklenénych kulicek.

6.2.2.9 Konkretizace a zobecnéni

Témto dvéma strategiim by se ve $kolské matematice méla vénovat mimotaddna pozornost,
protoZe obé stoji v samotném centru toho, ¢emu se fikd matematické mys$leni. Velmi tzce
spolu souviseji, skoro by se dalo ¥ici, Ze jsou to dvé strany téZe mince.

Resitel m4 zadanu tlohu a prozatim ji neumi vytesit. Nékdy se ukaZe, e pomoci jeji konkre-
tizace dostane ulohu, kterou vytesit umi, a Ze pomoci tohoto fe$eni dokaze vytesit i ptivodni

ulohu. Navrat k ptivodni tloze pak predstavuje zobecnéni (viz ilustrace).

Nékdy naopak zadanou tlohu zobecni a dostane tak tlohu, kterou je schopen vytesit. Pomoci
konkretizace se pak nasledné vrati k tloze ptivodni.
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Ilustrace

Zadani: Obchodnik koupil knihu za jednu sedminu jeji ptivodni ceny a prodal ji za tfi osminy
jeji pavodni ceny. Jaky zisk v procentech mé obchodnik?

Reseni: Provedme konkretizaci ulohy a predpokladejme, e ptivodni cena knihy byla napf.
56 K¢. Obchodnik tedy koupil knihu za 8 K¢ a prodal ji za 21 K¢&. Jeho zisk snadno spocita-
me:

21 - 8 =13 (K¢).
Zisk v procentech ¢ini:

% 100 = 162,5 (%).

Na zakladé nasi konkretizace jsme ziskali jeden vysledek. Nékolika dal$imi volbami ceny
knihy bychom mohli snadno ovétit, Ze na volbé ptivodni ceny nezdalezi. A provést tak zobec-
néni naseho vysledku.

Odpovéd: Obchodnikiv zisk byl 162,5 %.

6.2.2.10 Zavedeni pomocného prvku

P fe$eni matematickych tloh se nékdy ukazuje vhodné do tohoto fe$eni vlozit pomocny
prvek.

Takovym pomocnym prvkem pii feSeni geometrickych tiloh mtze byt napi. bod nebo p#imka
(napt. v ilustraci k Pouziti Fesitelského obrazku byly doplnény uhlopticky), nékdy to vak

vvvvvv

proménna, kterou zavedeme (pouZiti substituce).

6.2.2.11 Rozklad na jednodussi ptripady
P této strategii fesitel rozlozi zadanou ulohu na nékolik jednodussich dloh, které vytesi.

Re$eni zadané tlohy dostane spojenim feSeni vech jednodusgsich tloh.

Tato strategie se ve $kolské matematice typicky pouziva pti feSeni rovnic nebo nerovnic
s absolutnimi hodnotami.

6.2.2.12 UZiti falesného predpokladu

Resitel na za¢atku uréi odhad vysledku, u kterého si je véak védom toho, Ze je pravdépodobné
nespravny (faledny). Provede ovéieni, v ramci kterého zjisti nejen, jestli jeho hodnota vyho-
vuje zadani tlohy (tak jak to probihd i u strategii Pokus - Ovéteni - Korekce a Systematické
experimentovani), ale i to, jak moc se od hodnoty poZadované lisi. Pfesnéji fe¢eno, kolikrat je
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pozadovana hodnota jina nez hodnota, kterou ziskal p#i pouziti svého fale$ného piedpokladu.
Na zakladé tohoto zjisténi provede upravu piedpoklddaného vysledku. Podstatny je vSak
charakter této korekce. Resitel totiZ neudini, tak jako u strategie Pokus - Ovéteni - Korekce,
dalsi odhad, ale sofistikované jiz provede vypocet vedouci k vysledku.

Na rozdil od jinych druht experimentovani tato strategie neni univerzalni, ale je specifickd
pro urcité typy tloh. Mezi tyto ulohy pat#i ty, u kterych se v zadani objevuje urcita hodnota,
kterd ma pomérovy vztah k hledané hodnoté. Z matematického pohledu v pozadi téchto
uloh stoji linearita vztahd. Uréenim koeficientu podobnosti ziska tesitel idaj, jak zménit
predpokladanou hodnotu vysledku (fale$ny ptedpoklad).

Ilustrace

Zadani: Tretina neznamého ¢isla zmensend o 20 % je ¢islo 32. O jaké ¢&islo se jedna?

Reseni: Uloha ma pozadovany charakter (neznamé ¢islo je konkrétnim nasobkem zadaného
¢isla.

Predpokladejme, Ze hledanym ¢islem je nap#. 60. Provedme s timto ¢islem vSe, co pozaduje
zadani:

1 60-02.1.60=16.
3 3

Cislo 16 je dvakrat mensi neZ ¢islo 32. Proto hledanym ¢islem je &islo dvakrat vétsi nez 60,
tj. 120.

Odpovéd: Hledanym ¢&islem je 120.

6.3 Ukazka hodiny
Novdkovd, Novotnd, 2018

6.3.1 Uvodni informace

Cilova skupina: materidl je uréen pro Zzéky 8. roéniku ZS, ev. pro zaky tercie osmiletého
gymnazia, 13-14 let

Cile materialu: Hlavnim cilem materialu je seznamit ¢tenaie s riznymi heuristickymi (neal-
goritmickymi) strategiemi fe$eni hlavné slovnich dloh. Pozornost je zamétena na diileZitost
arole situaci, které podporuji matematickou tvotivost zakti (nalézani vlastnich fesitelskych
postuptl v nestandardnich situacich), a na moZnosti, které ma ugitel, aby zménil piistup
zaku k reSeni uloh od fe$eni pomoci algoritmu, ktery jim byl ptedlozen, smérem k vlastnimu
tvotivému hleddni vhodnych, i kdyz nékdy neskolskych resitelskych strategii. Zdiiraznéna je
dulezitost a priori analyzy tlohy podle teorie didaktickych situaci v matematice.
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Potfebny ¢as na aplikaci materialu: I kdyZ uvedend ukéazka probéhla v jedné vyucovaci
hodinég, je mozZné ji realizovat i v nékolika ¢éastech v riznych vyucovacich hodinéch.

6.3.2 PouZité ulohy

Zahrada
Po obvodu pozemku tvaru ¢tverce mé byt postaveno celkem 24 kult. Kolik nejvyse kult bude
na kazdé strané tohoto pozemku, jestlize na v$ech jeho stranach ma byt pocet kula stejny?

Cturtkruh
Do pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku je vepsana ¢ast kruznice nasledujicim zpt-
sobem (obr. 6.3):

C

A B
Obr. 6.3
Urcete obsah vepsané &¢asti kruhu, jestliZe velikost pFepony trojuhelnika je |AB| = 8 cm.
Ryba

Hlava ryby vazi % celé ryby, jeji ocas vazi 7 celé ryby a jeji télo vazi 30 unci (viz obr. 6.4).
Kolik vazi cela ryba?

1
4

3 300z
Obr. 6.4
Pomuicky: psaci a rysovaci potteby, kalkulac¢ka, pracovni listy s ilohami
Zezadu na tabuli napige ugitel vysledky v8ech pouZitych uloh. Zaci, ktei vytesi véechny

ulohy ptred ukonc¢enim feSeni, si mohou své vysledky porovnat a piipadné se jesté podivat,
kde udélali chybu.
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6.3.3 Vyucovaci hodina

6.3.3.1 Prvni éast (20-25 minut)

e Z4ci pracuji v heterogennich skupinach po 2 a# 4 ¢lenech

e Kazd4 skupina dostane tii pracovni listy, na kazdém je jedna tloha. Ukolem skupiny je
vSechny ulohy vytesit, a pokud to pijde, najit vice strategii feSeni. Na fe$eni uloh by se
méli podilet v8ichni ¢lenové, tak, aby ndhodné zvoleny ¢len byl schopen vysvétlit fesent
libovolné dlohy

e Pokud bude mit néktera skupina v8echny zadané tlohy splnény v piedstihu, mohou si
zkontrolovat

Poznamka: Utitel do prace skupin nezasahuje

6.3.3.2 Druhd &ast (délka zavisi na poctu Fesitelskych strategii, které skupiny
navrhly; odhad: 10 minut)

e Po 25 minutach skonéi prace ve skupindch a ndhodné vybrani Zaci z jednotlivych skupin
budou prezentovat fe$eni svych skupin u tabule. Ostatni skupiny porovnaji sva re$eni
s prevadénim. Mohou diskutovat s pfedvadéjicim zakem i mezi sebou o véem, co je v pred-
stavovaném reSeni zaujme.

Poznamka: Utitel je moderatorem diskuse. Sou¢asné hlid4, aby Zaci neptijali néjakou chybu
jako spravny krok nebo *eseni. Kdyz k tomu dojde, snazi se vést diskusi tak, aby zaci chybu
pokud mozno odhalili sami. K tomu snadno dojde v ptipadé, Ze néktera skupina mé spravny
postup i vysledek. Kdyz k tomu ale nedojde, musi uéitel vhodnym zptisobem ptesvédéit zaky
o tom, Ze doslo k chybé.

Pokud skupiny odhalily o¢ekavané strategie fe$eni dloh, aktivita konéi. Pokud uéitel znd jesté
dalsi vhodné tesitelské strategie, ma moznost zatadit jesté dalsi pokradovani aktivity.

6.3.3.3 Tteti ¢ast (doporuéena, neni nutna; délka se odviji od konkrétni situace

ve tridé)

e Z4ci se vrati do ptivodnich skupin a snaZi se najit dal$i vhodné resitelské strategie

Jind moznost: Ut¢itel navrhne jednu nebo vice vhodnych strategii, které se ve druhé ¢asti
neobjevily. Z4ci se je ve skupinach snaZi vyresit

e Nahodné vybrani piedstavitelé skupin nalezené postupy ptredstavi tiidé. Postup je analo-
gicky jako ve druhé ¢asti

6.3.3.4 Ctvrta &ast (pokud zbyde &as, navazuje na piedchozi; pokud ne, 1ze se

k dloham vratit v jiné hodinég)

o Utitel shrne, které postupy fe$eni jsou pro dané ulohy vhodné a které ne (véetné davodd,
které to zptsobuji)
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6.4 ZkuSenosti z pilotovani

o Aktivita byla pilotovéana v tercii osmiletého gymnéazia. P¥itomno bylo 24 zaku (10 chybg-
lo)

e Z4ci byli rozdéleni do 7 skupin po 2 aZ 4 Zacich (Z4ci si skupiny vytvotili sami, ugitelka
netrvala na rozdéleni po 4)

e Vsichni Z4ci se podileli na eSeni, spolupracovali a vysvétlovali si v ramci skupiny své
myslenky

e Beéhem prace ve skupinach se objevily dotazy a ptipominky k tloze Zahrada:
o Jeroh strana ¢tverce?
o Musi byt kil v rohu?
o Toje jednoduché, bude jich 6.
Ptipominky k terminologii tlohy Ryba:
o Ryba nemad ocas, ale ocasni ploutev.
o Cojetounce?

e Shrnuti feSeni jednotlivych uloh
Zahrada

Na prvni pohled se uloha zdé4la Zaktim snadnd, vSechny skupiny ulohu vytesily spravné, ale
ne vsichni na prvni pokus (viz ukazky resenf).

Nej¢ast&ji se objevila strategie Resitelsky obrdzek kombinovana se strategii Pokus - omyl
(umistim 6 kiila, nevychéazi to, zkusim jinak...), dale pak strategie ,dam kiily do roht, odectu
od celkového poctu a zbytek vydélim 4“ (coz uz je vlastné témet zobecnéni).

Pti hledani dalsich zptisobt feSeni se objevil dotaz, zda musi byt kiilly nutné v rohu (Zaci
s utitelkou se shodli, Ze teoreticky nemusi, ale pak uz by nebylo splnéné zadani ulohy).

Pri prezentovani vysledkt Zaci z legrace navrhovali, Ze prikoupi vyhodné dalsi kily, a tak
sami ptisli i na zobecnéni ulohy pro ¢ kild.

Ctortkruh

Z4ci fesili pomoci Pythagorovy véty, zavedenim pomocného prvku - étverce nebo jeho ¢asti -
a ddle strategii, ktera se v nasi a priori analyze neobjevila - jeden Z&k pottebné prvky zmértil
a pomoci poméru a znalosti skute¢né délky AB zménil tak, aby ziskal skute¢né rozmeéry. Obsah
¢asti kruhu pak vypodtital a vysledek se od spravného ligil o 0,5 cm? Z4ci diskutovali o tom,
zda takové Fe$eni pfijmou. Zaktim se nelibilo, Ze je nepresné, ale na druhou stranu ocetiovali,
Ze doty¢ny zak ,vi, co déla“ - perfektné vysvétlil, Ze pouzival pomér, zdavodnil proc.

Ryba

Vsichni zaci ulohu fesili aritmetickou cestou.
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Rovnice uZ znali, po prezentaci vlastniho postupu je ucitelka vyzvala k sestaveni rovnice. Pro
vétsinu z nich to nebyl problém. Spole¢né diskutovali o vyhodnosti feSeni pomoci rovnice
i bez ni. Z4ci se shodli na tom, Ze bez rovnice se jim zda fe$eni jednodussi.

6.5 Zaveér

Zaveéry, které uvadime, vychazeji z dlouhodobého pozorovani zakt p#i feseni tloh, jestlize je
jim umoznéno pouzivat heuristické strategie. Ukazalo se, Ze Zaci zacali byt mnohem aktiv-
néjsi v experimentovani. Zvysila se jejich schopnost komunikovat, obhajovat a vysvétlovat
resitelské postupy, které pouzili. Zlepsili se také v zaznamendavani svych resitelskych postupt
heuristickych postupti do vyucovani povazujeme celkovou zménu v pristupu zakt k rfeseni
uloh. Z4ci se prestali obavat reseni tiloh, neptestali byt aktivni, jakmile nevidéli ihned vhodny
resitelsky postup. Naudili se hledat feSeni a nevzdavat se.

Priprava didaktickych situaci vyuZivajicich heuristické strategie je pro ucitele naro¢na:
predstaveni tikolu, vybér a piiprava tloh, hodnoceni atd. Je také nutné vzit v ivahu vliv didak-
tického kontraktu. Vyznamna je institucionalizace Zadkovskych objevil. Je také mimotadné
dulezité, aby ucitel ptedchéazel situacim, kdy Zaci zadnou pouzivat nékterou heuristickou
strategii (obvykle tu, kterou se jim uZ podatilo usp&$né pouzit diive) jako novy algoritmus
bez ptemysleni, zda je pro danou situaci vhodna.
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Summary

Longitudinal observation of the pupils showed that pupils became more active in experi-
menting. An increase in their ability to communicate, to defend and explain their solving
procedure, to react to opponent’s remarks was detected. The pupils also got better at recor-
ding their solving procedures and became more sensitive to the need of verification (they
checked correctness of their result). The most important outcome of incorporating heuristic
strategies is the change in pupils’ overall attitude to problem solving. The pupils stopped
fearing problem solving, they did not put it off if they could not see a suitable solving proce-
dure immediately. They learned to look for solutions and not give up.

The overall design of didactical situations in which heuristic strategies are used is demanding
for the teacher: explaining the task, choice and preparation of problems, assessment, etc. It
is necessary to be aware of the effects related to didactical contract. We would like to stress
here the importance of institutionalization of the discoveries for pupils. It is also of utmost
importance that a teacher be able to prevent a situation in which pupils appropriate some
heuristic strategy (usually the strategy that they have used successfully in problem solving)
as an algorithm and stop thinking about its suitability for the particular situation.
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7 Lomené algebraické vyrazy

Irena Budinovd, Rizena Blazkovd, Kamila Hr¢kovd

Abstrakt:

Predkladany materidl slouZzi jako opora pro uéitele pti vyuce algebraickych vyraza v 9. ro¢ni-
ku zakladni $koly. Hlavnim cilem bylo vytvoieni sérii iloh pro dané uéivo ve tfech tirovnich
podle naroénosti. Materidly jsou uréeny pro procvi¢ovani u¢iva. Pro uéitele jsou nachystany
ulohy i s vysledky, které maji Zaktim slouZit jako samokontrola. Ulohy je moZné zadavat
zaktm v podobé pracovniho listu, v podobé kartic¢ek, ale také je mozné, Ze Zaci pracuji na
tabletech.

Kli¢ova slova:
algebraické vyrazy, diferencovana vyuka matematiky

Abstract:

The presented material serves as a support for teachers in teaching algebraic expressions
in the 9th grade of primary school. The main goal was to create a series of tasks for the cur-
riculum in three levels according to difficulty. The materials are intended for practicing the
subject matter. Tasks are also prepared with results that are intended to serve as a self-check.
It is possible to assign tasks to pupils in the form of worksheets, in the form of cards, but it
is also possible that pupils work on tablets.

Key words:
algebraic expressions, differentiated teaching of mathematics

7.1 Uvod

Metodicky materidl je uré¢en pro diferencovanou vyuku algebry v 9. ro¢niku zdkladni $koly.
Materidl je sestaven z tiloh s rostouci naroé¢nosti, a to ve tfech tirovnich. Urovet 1 je zakladni,
pro slabé zéaky, urovei 2 je stfedni, tu by meéla zvladnout vétSina tiidy, uroven 3 je naroéna,
pro bystré a nadané zaky. Zaci si podle svych schopnosti vybiraji prislugnou tiroveti.

Utitel pracuje s celou tfidou, Zaci si samostatné voli droven a ulohy, které resi, maji k dis-
pozici samokontrolu.

Cilem materialu je poskytnout u¢itelim 9. roéniku ulohy razné obtiznosti tak, aby kazdy zak
byl schopen vytesit nékteré ulohy podle svych schopnosti.

Materidl je rozdélen do sedmi vyuéovacich hodin. Probirand témata jsou néasledujici:
1. Dosazovani za proménnou do lomeného vyrazu, uréovani hodnoty vyrazu

2. Uréovani podminek lomeného vyrazu
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3. Rozsirfovani lomeného vyrazu vyrazem
4. Kraceni lomenych vyrazi

5. S¢itani a od¢itani lomenych vyraza

6. Nasobeni lomenych vyrazl

7. Déleni lomenych vyrazt

Materiély do svych hodin matematiky vytvotila pani u¢itelka Mgr. Kamila Hrékova. V hodiné
kazdy zak pracoval s tabletem, na kterém meél zadani. Po vyteSeni ulohy se sdm zak mohl
opét prostiednictvim tabletu ptesvédgit o tom, zda pocital spravné. Aktivita byla hodnocena
velice kladné zaky i ucitelkou.

V ptipadé, Ze nejsou k dispozici tablety, doporu¢ujeme vytvotit ulohy v jednotlivych obtiz-
nostech na barevné karticky.

Cilova skupina: zaci 9. ro¢niku zakladni skoly

Cile materialu: procvi¢eni lomenych vyrazt (dosazovani, uréeni hodnoty vyrazu, podminky,
roz§itovani a kraceni vyrazu, operace s vyrazy) prostiednictvim sady tloh rtizné obtiZnosti

Potiebny ¢as na aplikaci materialu: sedm vyuéovacich hodin

7.2 Dosazovani za proménnou do lomeného vyrazu,
urceni hodnoty vyrazu

Prvni, ivodni hodina, je zamérena na dosazovani ¢isel za proménnou a uré¢eni hodnoty
vyrazu. Jednd se o prvotni sezndmeni zakt s lomenymi vyrazy, cilem je pochopeni faktu, ze
za proménnou ve vyrazu je mozné dosazovat konkrétni &iselné hodnoty. Ulohy jsou voleny
ve dvou urovnich (troven 1 a 2).

Didaktické komentarie
Pro z4ky s problémy v matematice nebo zaky s SPU je problematické:

- dosazovani zaporného ¢isla,

- od¢itani zaporného &isla, -

- dosazovani &isla, pro né vyraz nema smysl. Zak napi. do vyrazu 2= dosadi za x &islo 0,
ve jmenovateli mu vyjde 2 a nepochopi, Ze vyraz neni definovany. Tyto tlohy jsou v dal$im
textu voleny zamérné, aby se projevilo, zda ma zak potize tohoto typu.

Podle individualnich potieb se tyto dovednosti procvi¢uji pomoci jednoduchych dloh z dive
probiraného udiva (operace s celymi ¢isly)

Ulohy

Uroveti 1
Ur¢i hodnotu vyrazu:
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X orox=2,3,0,-1,-3
2x

x2-9
4—x

prox=3,4,0,-3,-4

3. 222 r0a=1,5,0,-2,-5
5—-a

Uroven 2
Ur¢i hodnotu lomeného vyrazu prox =-3,y =2,z = -2:

xX—z
4. —
xX=y
xX+y+z
5, /=2
(x-y)
2x-3
6. 4
—xy
xX—=2zZ-y
—z—y

Zdroj: http://2pir.eu/
Vysledky
3_
1. —Zprox=-3,-1,0,2,3
2%

1
-1;-2; nelze;z; 0

2

2. - prox=-4,-3,0,3,4
7 9
3 0; — 7 0; nelze
2a—4
3. -, Proa= -5,-2,0,1,5
7- 8- 4- 1.
_E' —;, _E' _E' nelze
X—Z
4, —
x-y
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x+y+z

5. ——
(x-y)?
3
25
2x—3

6. =¥
—xy
-2
X—2Z—

7, /=2X
—z—y
nelze

7.3 Uréovani podminek lomeného vyrazu

P praci s lomenymi vyrazy si zaci musi uvédomit, Ze podstatné je ur¢eni podminek vyrazu
neboli uré¢eni mnozin &isel, pro které ma lomeny vyraz smysl.

Ulohy v jednotlivych kategoriich se od sebe lisi sloZitosti vyrazu ve jmenovateli zlomku.
V jednotlivych tirovnich je volen dostatek tloh. Z4ci pravdépodobné v hodiné véechny nestih-
nout vytesit, mohou si je ale procvi¢ovat samostatné v domaci priprave.

Didaktické komentaie
Problémem mohou byt priklady, ve kterych je ve jmenovateli druhd mocnina, nebo vyraz
typu 5-2r, druhd mocnina dvojélenu, rozdil étverct.

Ulohy
Uroven 1
2_
1.2 7.2
S m-—3
7m 3r
2. — 8
m+n 5-2r
c+3 X
3. = 9.=
X y
r-3 r
— 10. —
2r p+1
2 8
5. —— 11. —
x+1 s+5
4 s+13
6. — 12.
x=7 z—9
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Uroven 2

3x -6
1. — 7.2
x+4 2x-14
4 a+9
2.2 8.2—
5y a+2
a x-3
3.— 9.
a-3 3x+21
+ u-—
4 5+k 8
" k+6 " 3u+18
6b x+1
5 — 1.
b+3 3x+9
x+8 x—1
6. 12. —
2x-3 x+7
Uroven 3
7 8+s
1. 7. —
r2-1 9s2-81
r t+4
2. p2-p 8. 49-16t2
3 X 2x+3
" x2-9 Tx(y-1)(x-y)
4 [ 2a+5
"a?-2ab " 10a2b-5a
5 2u—14 4a%-2b
‘u?2-2u " 3a(a—3)(b—4)
k-3 1
6. ——— 12. —
k2-3k x2—4xy+4y2

Zdroj: http://2pir.eu/

7.4 Rozsifovani lomeného vyrazu danym vyrazem

Ve tieti hodiné se Z4ci uc¢i, jak lomeny vyraz rozsitovat danym vyrazem. Ulohy v jednotlivych
kategoriich se od sebe li$i typem zadani a sloZitosti pouzitych lomenych vyrazi.

Didaktické komentaie
Se zaky s problémy opakujeme nejprve rozsitovani ¢iselnych zlomki, aby se pojem ,rozsiro-

PR

vani® radné ukotvil, a teprve potom prejdeme na lomené algebraické vyrazy.
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Ulohy
Uroven 1
Roz$it lomeny vyraz vyrazem v zavorce. Nezapomeii na podminky.

1. 5(3)

2. ;‘—; (x)

3. == (=7n)

4. = (=55

5. —= (a?)

6. - (4bc)

7. % (m+1)
8. "T” (n+3)
9. = (u—1)
10. =2 (4v + 3)

11. = (=r—5s)

r+s

2p+q _ _
12. P (—2p—q)

Uroven 2
Rozsif na zadaného jmenovatele, nezapomen na podminky

6
1. —=—
7a 21a
3
2. —=—
5b 5ab
5¢-3
3. =
cd 4c?d
2m-3n

—4mn ~ 12mn2
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5, —=
u-1  u?-u
5p
6. L=—
q qc+q
7. —=—
7a 21a
8 —=—
5b 5ab
5¢-3
9. =
cd 4c2d
2m-3n
10. =
—4mn 12mn?
4u
11. — =
u—1 u2-u
5
12. 2=—
q qc+q
Uroven 3
1
1. ==
2 2a+6
2. b—-c=—
b+c
3r
3. —=
r—-s  r2-s2
—-2m
4, —=—
m-n n2-m?2
u+5
5 —=——
u->5 u2-10u+25
-3u
6. —= >
3-u u=-—9
—x—
7. Y =
x=y —-x+y
2
8 —=—
7x 21x
3x
9. —=
4y —20xy
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-7x

10. — =——

3y 12xy?
11, X5 = -

4x 4x“—8x
12. 2=

xX-y  —x-y
Zdroje

BUSEK, Ivan. Shirka tiloh z matematiky pro 8. ro¢nik zdkladni $koly. Praha: Prometheus, 1994.
Ucebnice pro zékladni $koly. ISBN 8085849453.

BELOUN, Frantisek. Shirka tloh z matematiky pro zdkladni $kolu. 8. upr. vyd. Praha: Pro-
metheus, 1998. Ugebnice pro zékladni $koly. ISBN 80-7196-104-3.

Vysledky
5 15
. 0
p 3p P
4x  4x?
2. —=— x,yz0
3y 3xy
-3n 21n?
3. —= mn#0
m —-7mn
2 —10s
4, —=— s#0
3s —15s2
-2a —2a3
5. —= a,bz#0
5b 5a2b
7b 28b%c
6. —=—— b,c#0
-2c —8bc?
m mé+m
7. —= m#+1
m—1 m2-1
n+3 n+3)>2?
g B_ 1Y n#0;-3
n n2+3n
u+1 u?-1
9. —= uzl
u-1  (u—-1)=2
3v 12v%+4+9v 3
10. = u#t-
4v-3 16v2-9 4
r—s  —(r?-s?
11. — ( ) r#-—s
r+s —(r+s)2
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— —(a2—4n2
1o —2pta _ —(a"—4p°)

2p—q  —-(4p%*-q?)
6 18
1. —=—
7a 21a
3 3a
2. —=—
5b 5ab
5¢c-3  20c?®-12c
3. =
cd 4c2d
4 2m-3n _ —6mn+9n?
" —4mn  12mn2
4u 4y?
5, —= >
-1 u?-u
6 5p _ 5pq+5p
g q%+q
2 6
7. —=—
13a 39a
4 8a
8. —=
7b 14ab
2a-9  4a’b-18ab
9. =
3a 6a%b
4a 4a?
10. — =
a+1 aZ+a
2u—5 —2u+5
11. =
u—2 2-u
u-2 u—2)>2
12, k2 o ()
u+2 uz-4
1 a+3
1. -=
2 2a+6
b2—c2
2. b—c=
b+c
3r 3r243rs
3. —= T2_2
r—s r2-s
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qgzx2p

az0
a,b#0

c,dz0

mn#0

u#0;1

qgz0;-1

az0

abz#0

abz0

az0;-1

u#?2

a*—3

b#z-c

rzts



-2m __ 2mn+2m?

4, =— m#zxn
m-n nZz-m
u+5 u?-25

5, —m=———7— u#5
u-5  u?-10u+25
—3u  3u?49u

6. —= 5 uzt3
3-u u<-9
—x— x+

7. s A X#£Y
x—y —x+y
2 6

8 —=— xz0
7x 21x
3x  —15x2

9, —=— x,yz0
4y —-20xy
-7x  —28x%y

10. — = x,yz0
3y 12xy2 24
x+5  x2+3x-10

11, — = ———— x#0;2
4x 4x2-8x
—-2x 2x

12. = X£Y
x—y  —x+y

7.5 Kraceni lomenych vyrazi

Ctvrta hodina se zabyvé kracenim lomenych vyrazi. Opét je uveden dostatedny pocet iloh
a nelze ptedpokladat, Ze zaci vse stihnou p*imo v hodiné. Maji tedy dostate¢ny material pro
domaAci ptipravu.

Ulohy v jednotlivych tirovnich se 1i$i obtiZnosti lomeného vyrazu, vyrazy obsaZenymi ve jme-
novateli a ¢itateli lomeného vyrazu. U trovné 1 je vyraz uréeny ke kraceni patrny na prvni
pohled, v turovni 3 musi zak pouzivat algebraické vzorce, aby vyrazy upravil.

Didaktické komentaie
Slabsim zaktm nejprve pripomeneme kraceni zlomku s ¢isly, teprve potom prechazime na
kraceni algebraickych vyraza.

Ulohy
Uroven 1
Zkrat lomeny vyraz do zdkladniho tvaru a ur¢i, kdy ma smysl.

15x%
25x

4x2y?

6xy2
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6a(a+2)

3. =
4a2(a+2)

4 15x2(x+4)

©20x(4+x)
5 15k*m?
©o18k*m3

6. 15y2z(y—-2z) _

10yz2(y—2)
3. —12k?(2k+3) _
24k(2k+3)
o
10, 2=
1 ten
R
Uroven 2

Uprav lomeny vyraz, zkrat do zadkladnfho tvaru a urc¢i, kdy ma smysl.

xX—2

1. =
5x-10
3a+3b

2. =
7a+7b

3 5m+10n _

' 3m+6n
2x-2y

4., =—==
x%2—-xy
3p—3q

5. =
(r-a)
a’+2a+1
2a+2
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2(a+5)?

7. =
2a2-50
3 3r2—3r3
’ r-rz
2u+2v
9. —— =
2uc-=2v
9z2-27vz
10. —— =
z<=3vz
4x2-8xy+4y?
11, ————=
2x2-2y2
s?-16
T (s+4)(s—-4)
Uroven 3

Uprav lomeny vyraz, zkrat do zadkladniho tvaru a uré¢i, kdy ma smysl.

16x?
1. =
12x3
2 4(n+5) _
" 2(n+5)
z—2
3. —=
-z
4 —20xy
" 15x2y
5 xy+y —
y
6 4g%-12gh+9n? _
) 3h—2g -
3x)?
7. 8 =
15x2
3 w2+ew
" 3w+18
64x%—4
9, —/——=
6—24x
10 (4a?b)? _
" (-2ab)3
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cd-2d? _
2c—4d

11.

—8a-2b _
' 48aZ+24ab+3b2

Zdroje

DYTRYCH, Martin, Irena DOBIASOVA a Libuse LIVNANSKA. Sbirka tiloh z matematiky pro nizst
rocéniky viceletych gymndzii a pro 2. stuperi zdkladnich skol. 2. vyd. Praha: Fortuna, 2001.
Pocetni dlohy. ISBN 80-7168-766-9.

PULPAN, Zdené&k, Michal CIHAK, Josef TREJBAL, Jitka BOUSKOVA a Milena BRZONOVA.
Matematika 9 pro zdkladn{ skoly. Praha: SPN - pedagogické nakladatelstvi, 2010. ISBN
978-80-7235-488-7.

Vysledky
15x%  3x

1. =— x#0
25x 5
4x?y?  2x

2. oy 3 x,y#+0

3. w=i a+0;a+-2
4a?(a+2) 2a

15x%(x+4) _ 3x

4, ——==— x#0;x #—4
20x(4+x) 4
15k*m? 5

5. 18k4m3_§ k,miO
15y2z(y—-z) _ 3y ]

6. 020 2z v,z#+ 0,y +z

2.,3
7. vy L u,v+0

51uZv* 3v

o ML pgke-]
9. ?:;yy; =xy x,y#+0

10. % = f—z mn=+20

11. Zgj;:% vEQx#1
1y Gb@e-D _ 2e-1 abc+0

2abc 2c
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x-2 _ 1

5x-10 5
) 3a+3b _ 3
' 7a+7b 7
3 5m+10n _ 5
' 3m+6n 3
2x-2y 2
4, =

x2-xy x

3p-3 3
5. p—sq _

®-9? p-q
6 a’+2a+1 _ a+1
) 2a+2 2
2(a+5)®> a+5
7. > = —
2a4-50 a—5
3r2-3r3
8. — =3r
r—r
2u+2v 1
9. =—
2u2-2v2 u-v
9z2-27vz
10. — = 9
z<-3vz
11 4x2-8xy+4y?  x-y
T 2x2-2y2 T x+y
2
s“-16
12, ——=
(s+4)(s—4)
16x2 4
1. —_
12x3  3x
4(n+5
2. (m+5) _
2(n+5)
z—2
3. —=-1
2—z
—20x 4
4. Y- 2
15x2y 3x
xXy+
5. 2 —x+1
y
492—-12gh+9h?
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X+ 2
a+*—b
m# —n
x#0;y
p+q
a+—1
a # x5
r+0;1

u # v

z # 0;3v

X # 1y

s # t4

x#+0
n+ -5

zZ+ 2

x,y+0

y#+0

2g h #=%§



(Bx)2 _ 3

7. == x#0
15x2 5

8. whtow _ w w* —6
3w+18 3

2_

9. 22— _204x+1) X+
6—24x 4
(4a’b)*> _ 2a

10. 2a? = b ab+0
d-2d> d

17, @24t 4 ¢+ 2d
2c—4d 2

—-8a—2b _ 2 b+ —4
" 48a2+24ab+3b2  3(4a+b) a

7.6 Scitani a odé¢itani lomenych vyrazi

Piedchézejici aktivity byly podstatné pro to, aby Zaci byli schopni seéist ¢i odedist dva (¢i
vice) lomené vyrazy. V dalsi hoding se jiZz mtzeme vénovat problematice s¢itani a od&itant
lomenych vyrazt.

Didaktické komentarie
Opakujeme s¢itani a od¢itani zlomkt, pojem spole¢ny jmenovatel, moznost kraceni v rdmci

jednoho zlomku. Castou chybou je kraceni pii s¢itani do kiiZe, na tuto chybu bereme zvy-
Senou zretel.

Ulohy
Uroven 1
X 2x 3x
1. —+———=
2y 3y 4y
1 2x  x2
2. S—ata=
y y y
X 1
3. Z4+X ==

4, —+—=
2v v
x+1 y—1

5, ——=—=
XZ vz

5x2-3x+1 4x-1

x%y xy
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7. —— 4 ——=
3(x+y) x+y

8. % N 2(73;?1) -
9. 4(232) N ﬁ -
10. % + x(ffy) =
11. 2(c5:b) - B(Zia) -
12 sgi) =i
Uroven 2

Zjednodus$ a urc¢i podminky lomeného vyrazu

5 3
a a+b -
2 1
2. —+-—-=
-n n
1 4
3. —+—=
p —-q
T 3
4, ——==
T+2 r
2x x
5. —+=-=
x— 3
1
6. —2—+-=
2(y-1) 4
Uroven 3

Zjednodus$ a ur¢i podminky lomeného vyrazu

5 2
2a—-2 a-1
X y
2. — =
x+y 3x+3y
r+s 1
r24rs 1
3 3a
4, - ——5—=
a a‘—a
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5. 242 =

ab—ac b—c

a bx
x2-2  x3-2x

Zdroje

BUSEK, Ivan, Marie KUBINOVA a Jarmila NOVOTNA. Sbirka tiloh z matematiky pro 9. roénik

zdkladni skoly. Praha: Prometheus, 1995. ISBN 8071961329.

http://2pir.eu/
Vysledky
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x 2 x2 492
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135

y+0
y+0
x,y #0
v#0

x,y,z+ 0

x,y #0

x # -y

a+ —2
x#+0y+1
a#*—b

p*+3



5 3 _ 2a+5b

L T T a@ a#0;=b
2. ——4-=_11 n+0;m
m-n n n(m-n)
1 4 5p—q
3. +—=—7= # 0;
p p-q pO-9 p 1
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4. _r _3_r’-3r-6 r#0; =2
r+2 T r(r+2)
2x x x24x
5 xT+§_3(x—5) xX*5
v 1 3y-1
- = 1
® w100 y#*

7.7 Nasobeni lomenych vyraza

U néasobeni lomenych vyraz by Zaci méli myslet na to, Ze je vhodné vyraz zjednodusit kra-
cenim piedtim, neZ se za¢ne nasobit, pokud je to mozné. Déle je nutné urc¢it podminky pro
vSechny lomené vyrazy, které se v priabéhu uprav vyskytnou.

Ulohy
Uroveri 1
Zjednodus, vynasob lomené vyrazy a ur¢i podminky:

3 33
b
1. ===
bz a
—3abc 6a?
2. —=
[ ab
a’b?c 6a3b?
3. . =
2ab c?
2a
4, —-3a =
6ab
2
y- o _
5. 4xz SrZg?
4a bc 8ab
6. —«— —
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Uroven 2
Zjednodus, vynéasob lomené vyrazy a urc¢i podminky:

ab+b? 6a
1. —=
9 b2
2 ac—ad ac—bc _
' a-b c—d
x%2-1 6x
3. ———- =
3x%2+3x 2x-2
4 a’+2ab+b? ab+ac _
’ b+c a+b
5 xy?-3xy xy-y _
© o xy2-y2  xy-3x
a’?-4 a?-1 _
a+1 a—2 -
Uroven 3

Upray, vynéasob lomené vyrazy a ur¢i podminky:

2x%-8x 2
x—4 xz
3c2-6¢c cd+d?

p J LA
c2d+cd? 3c-6
c%2—cd c%+cd

3. . =
cd+d? cd-d?
a’-ab a’b+ab?

4, . =
a?+ab ab
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5. . =

b a
a—-ab ac—c

6. . =
c—ac ab—-a

Zdroje

BUSEK, Ivan, Marie KUBINOVA a Jarmila NOVOTNA. Sbirka tiloh z matematiky pro 9. roénik
zdkladni skoly. Praha: Prometheus, 1995. ISBN 8071961329.
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Vysledky
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a’—ab ) a’b+ab?

4. ~rab " =a-—> a#0;—b;b#0
2—ab ab+b?
5. aba-a: = a® — b? ab+0

g, 2-eb. acc 4 a#0:1:b+#1c#0

c—ac ab—-a

7.8 Déleni lomenych vyraza

Na zavér uc¢iva o lomenych vyrazech uvadime déleni lomenych vyrazt. Jedna se o nejna-

dovednosti.

Didaktické komentaie
Castou chybou, které se Z4ci dopoustéiji, je kraceni do kiiZe predtim, neZ je déleni upraveno
na ndasobeni. Slabym Zaktim proto nejdtive zadavdme tlohy, kde tato chybnd uprava neni
moznd a zaci na ni tedy nemusi myslet. Postupné je vhodné zad4avat tilohy, kde se mtiZze tato
chybnad tprava projevit.

Ulohy
Uroven 1
Vydél lomené vyrazy a ur¢i podminky fesitelnosti:

Uroven 2
Vydél lomené vyrazy a ur¢i podminky fesitelnosti:

p?-1 p+1 _
p-1"2p
2+p  3p _

p?-4 p-2
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5 . 6p _
© p+6 p2-36

(p+1)? p+1 _
p2-1 ‘p-1

Uroven 3
Vydél lomené vyrazy a ur¢i podminky fesitelnosti:

1 v+tu  2u
Tou?2-p2 " (u-v)?
2_,2
u?-v? vtu
2. —=
v-u 2uv
u?+uv u?-v?
3. — =
u u-v
4 uv+v?  ultuv
T —ul4ur T (u-v)?
Zdroje

BUSEK, Ivan, Marie KUBINOVA a Jarmila NOVOTNA. Sbirka tiloh z matematiky pro 9. roénik
zdkladni skoly. Praha: Prometheus, 1995. ISBN 8071961329.
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2 3 1
R — p # 0; 42
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e e
3. or6 piae 4p p * *6

2
4, @72

: = +1
p*-1 p-1 p*T
v+u 2u u—v
1. — i ———=— r+
uz2-v2 " (u-v)? 2u u#*0;tv
u?-v? v+u
2. — = —2uv ux0;,+v;v+#0
v—-u 2uv
u4+uv u?-v? 1
3. — == u+0;+v
u u-v u
uv+v?  ul+uv v(u-v
a. : =MD 404
—uZ+uv  (u-v)? u?

7.9 Zaveér

Vyuzivani uloh pro procvi¢ovani uprav algebraickych vyrazti se ve vyuce velmi osvédcilo.
Z4ci pracovali na tabletech, méli k dispozici samokontrolu. Kazdy zak pracoval samostatné,
uctitelka byla vyhledavana a zddana o pomoc jen ve vyjimeénych ptipadech. To podstatné
zefektivnilo vyuku, nebot uditelka dostala moznost vénovat se tém zaktm, ktefi to nejvice
potiebovali.

Moznosti samokontroly Zzaci nezneuzivali. Naopak, pochopili, Ze se ué¢i a procvicuji kvili
sobé, nema tedy smysl hledat doptedu vysledek.

Z4ci i utitelka hodnotili aktivity v hodinach matematiky velmi pozitivné. Zaci byli poté$eni
tim, Ze mohou pracovat podle svych moznosti, na své urovni. Slabi Zaci tak méli moZnost
ve $kole dosahnout uspéchu pti fe$eni jednodussich tloh. Sikovni Zaci nemuseli ¢ekat na

vyresit vyssi pocet.
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Summary

The use of tasks for practicing algebraic expressions has proved very useful in teaching.
Pupils worked on tablets, had a self-check. Each pupil worked alone, the teacher was sought
out and asked for help only in exceptional cases. This greatly streamlined teaching, as the
teacher was given the opportunity to pursue those pupils most in need.

Pupils did not abuse the possibilities of self-control. On the contrary, they understand that
they are learning and practicing for themselves, so it makes no sense to look ahead to the
result.

Pupils and teachers rated the activities in mathematics lessons very positively. Pupils were
pleased to be able to work at their own level. Thus, weak pupils had the opportunity to suc-
ceed at school in solving simpler tasks. Skilled pupils did not have to wait for the teacher to
explain the subject matter to the weak pupils. They worked on more demanding tasks, and
they could solve a higher number of tasks.
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Zaver
Jednotlivé kapitoly této brozury nabizeji mozné ptistupy k vyuce uvedenych témat s cilem

podpotit rozvijeni matematické gramotnosti zakd. Navrzené aktivity i ilohy zde uvedené
byly provéteny ve vyuce ve $kolach.

Spole¢nym rysem vytvorenych metodickych materidlt je diiraz na aktivni zapojeni zakt
a odhalovani matematickych vztahti na zaklade jejich vlastniho feseni tloh. Cilem navrzenych
aktivit je ptispét k prevenci vzniku forméalnich poznatkt u zaka a podpotit tak jejich poro-
zumeéni uéivu. K tomu rovnéz ptispiva propojovani raznych matematickych témat, jako jsou
aritmetika a algebra, geometrie a algebra aj.

Vytvotené metodické materidly tak mohou poskytnout uéitelim matematiky inspiraci, jak
mohou podpotit rozvoj matematického mysleni zaka.
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Summary

The chapters of this brochure offer possible approaches to teaching some topics in order to
support the development of pupils’ mathematical literacy. The proposed activities and tasks
have been tested in school practice.

The emphasis on pupils’ activity and discovering mathematics relations based on their own
solutions of the tasks and problems is the common feature of created methodological materi-
als. The aim of the proposed procedures is to contribute to the prevention of pupils’ formal
knowledge and thus, to support their subject matter understanding. The interconnections
of various mathematics topics such as arithmetic and algebra, geometry and algebra, etc.,
contribute to reaching the above goal.

The methodological materials can offer an inspiration to mathematics teachers how to sup-
port the development of pupils’ mathematical thinking.
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